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Forord

Geometri — som betyr jordmaling pa gammelgresk — har vert en viktig faktor i utviklin-
gen av vitenskapen og dermed ogsa industri, design, konstruksjon og produksjon og da
industri/samfunnsutvikling generelt.

For litt over 50 ar sa vi konturene av de fgrste fagmiljgene innen geometrisk modellering.
Pionerene i fagmiljget var motivert av introduksjonen av datamaskiner og muligheten for
a bruke disse i design, konstruksjon og produksjon. De startet derfor a utvikle metoder
og algoritmer for kurve- og flaterepresentasjon pa datamaskinen og beregninger pa disse
og a bruke dette i datagrafikk og simuleringer. Dette blei starten pa utviklingen av en ny
fagdisiplin som blei kalt geometrisk modellering og som inkluderte datastgttet geomet-
risk design, 3D modellering, algebraisk geometri, og beregninger pa og med geometri.
Data-assistert geometrisk design (Computer Aided Geometric Design — CAGD) er den
sentrale delen av feltet. Det startet med a finne metoder og algoritmer for DAK/DAP
(data-assistert konstruksjon og produksjon). I dag er imidlertid stgtte for virtuell og blan-
det virkelighet, virtuell design, objekt-gjenkjenning, dataspill, simulatorer og animasjo-
ner, virtuelle objekter i film og TV-produksjoner, stgtte for kunstig intelligens, stgtte for
autonome objekter (fly, bater, biler) etc. vel sa viktige omrader.

I CAGD startet man med klassiske geometriske objekt som linje, sirkelbue, plan, kule,
sylinder etc. Dette kom tydelig til uttrykk pa formen til biler. Da man startet & bruke
dataassistert produksjon blei bilene svart boks-lignende, noe som varte helt fram til slut-
ten av 1980-tallet. I mellomtiden startet utviklingen av friformgeometri, det vil si bézier,
hermite, B-splines, rasjonale varianter som rasjonale bézierflater og NURBS, og subdivi-
sjonsflater. Denne utviklingen startet egentlig pa 1960-tallet og gikk med full kraft frem til
2000-tallet, og er fortsatt en pagaende utvikling som inkluderer T-splines, LR-splines og
annen forbedring som Multivariate splines. Nye resultater inkluderer ogsa introduksjon
av generaliserte B-splines og dermed er det fortsatt en vei a ga. B-splines og beslektede
geometribeskrivelser er i dag den viktigste representasjonen og vil nok vere det i lang
tid. Det er den defacto industrielle standarden. Det som kan betraktes som en ny gene-
rasjon kurve- og flatekonstruksjoner startet etter ar 2000, og er fglgelig i startfasen. Den
inkluderer forskjellige typer kurver og flater konstruert ved hjelp av blendingsteknikker.

For meg akselererte arbeidet med blendingsteknikk sommeren 2003. Jeg var pa konto-
ret til min kollega Bgrre Bang for a diskutere forbedringer av et C++ -programmerings-
bibliotek for geometrisk modellering (se [108]). Lubomir Dechevsky kom da og spurte
om vi kunne se pa en funksjon han mente var grenseverdien til polynomiske B-splines nar
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graden (og dermed antall skjgtverdier) gar mot uendelig (beskrevet i [44]). Siden vi den
gang jobbet med den grafiske delen av programmeringsbiblioteket, implementerte vi den-
ne nye basisfunksjonen og prgvde den pa kurver i R3. Resultatet var en stykkevis linezr
kurve akkurat som en 1.-grads B-spline kurver, men det var en stor forskjell; denne nye
kurven var C*-glatt men samtidig stykkevis linezr, dvs. G°. Etter en kort diskusjon byttet
vi ut koeffisientene til kurven med noe vi kalte “lokale kurver" og da dukket en G™-glatt
kurve opp. Lubomir foreslo navnet “Expo-Rational B-splines" (ERBS). Et par ar senere
foreslo Dechevsky a ogsa bruke Beta-funksjoner som basis og Beta function B-splines,
BFBS blei utviklet. ERBS blei dermed utvidet til et mer generelt konsept som vi da kalte
“Generalized Expo-Rational B-splines" (GERBS).

Noen ar senere ble konseptet med B-funksjoner introdusert. Rasjonale og ekspo-rasjonale
typer som pa et tidligere tidspukt var publisert av andre forfattere ble sammen med nye
klasser av B-funksjoner inkludert. Blant disse var Fabius-funksjonen og generelle trigono-
metriske B-funksjoner. Med dette ble den orginale ekspo-rasjonale B-funksjonen bare en
klasse av mange, og det var derfor naturlig & omtale teknikken som blendingsplines. Sam-
tidig er det viktig a vise at den er bygget opp som en B-spline og er en B-spline av 2.-orden
(analogt til 1.-grads polynomisk B-splines), med alle egenskapene som fglger av a vere
en B-spline.

Dette manuskriptet var opprinnelig ment a handle utelukkende om blendingsteknikk. Men
pa grunn av innspill og spgrsmal fra studenter, og at dette manuskriptet ogsa er preget
av at deler av det har blitt brukt som kompendier i emner i masterprogram 1 Data/IT
ved UiT Norges arktiske universitet, bestemte jeg meg for a utvide det, dvs. a inkludere
noe materiale om grunnleggende geometri og splinemetoder generelt. Manuskriptet har
allerede en lang historie og har hele tiden vert tilgjengelig for studenter som har fulgt
mine kurs. Et fgrste utkast fantes allerede 1 2009 (engelsk versjon). Denne norske utgaven
er i hovedsak identisk med en tilsvarende engelskspraklig versjon.

Anerkjennelser

Fgrst vil jeg uttrykke min takknemlighet overfor mine kolleger Lubomir T. Dechevsky
og Barre Bang. De har vert helt avgjgrende for den forste utviklingen av ERBS. Deretter
alle ph.d.-studenter som har vert involvert i arbeidet, bade i deres ph.d.-periode og etterpa;
Joakim Gundersen, Arnt Kristoffersen, Peter Zanaty, Rune Dalmo, Jostein Bratlie, Hans
Olofsen, Tatiana Kravetc, Tanita Fossli Brustad og Aleksander Pedersen. I tillegg er jeg
ogsa takknemlig overfor Dag Nylund for tilbakemeldinger pa teksten og spesielt Tom
Lyche og Knut Mgrken for svart verdifulle diskusjoner pa et tidlig stadie, og til Malcolm
Sabin som var opponent pa mitt doktorgradsforsvar og der stilte noen viktige spgrsmal.

Til slutt vil jeg rette en stor takk til min kone Marit for & ha bart over med meg gjennom
hele dette arbeidet.

Oktober 2022 Arne Laksa
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Kapittel 1

Introduksjon

Utvikling av geometri kan spores tilbake til tidlig egyptisk-, babylonsk- og vedisk-India-
perioder. I disse tidlige periodene var fokuset pa sirkler, trekanter, lengde, areal, volum
etc. Dette var i hovedsak knyttet til empirisk forsgk og erfaringer, og var tenkt bruk i
praktiske anvendelser innen oppmaling, konstruksjon, astronomi og ulike handverk. De
mer modne periodene begynte imidlertid med grekerne. De startet utviklingen av geometri
slik vi kjenner den og som vi kan fglges langs en linje som grovt sett deler historien inn i
folgende fem perioder:

1. Grekernes syntetiske geometri (600 f.Kr. til 200 f.Kr.). Gresk geometri avsluttes i ho-
vedsakelig av Arkimedes. Ved siden av eller etter den greske perioden ble geometri
pa forskjellige mater utviklet delvis parallelt av indisk, kinesisk og arabisk geome-
tri. Gresk geometri var imidlertid den direkte forgjengeren til den analytiske geome-
trien omtalt 1 neste punkt fordi Euclides 13 bgker om geometri, med tittelen “Ele-
menter 1 geometrien" [60]], var den direkte forgjengeren.

2. Starten av analytisk geometri (1600 til 1650), der den syntetiske geometrien til Guldin,
Desargues, Kepler og Roberval blir smeltet sammen med koordinatgeometrien til
Descartes [48] og Fermat.

3. Beregninger pa geometri (1650 til 1800), inkluderer fglgende navn; Newton, Leibniz,
Bernoulli’s, Clairaut, Maclaurin, Euler og Lagrange (som alle i stor grad kan sies a
vare analytikere i stedet for geometrikere).

4. Starten pa utvikling av moderne geometri, (1800-tallet). Det vil si Lobatsjovsk geome-
tri, projektiv geometri, analytisk geometri, ikke-euklidsk geometri og differensial-
geometri. I tillegg er det verdt & nevne noen spesifikke resultat, Riemannsk geome-
tri, Kleins Erlangen-program for klassifisering, Lie-grupper, homogene koordinater,
Hilberts aksiomer.

5. Ny avansert geometri og ny anvendt geometri. Dette inkluderer moderne algebraisk
topologi/geometri og nye utviklinger innen differensialgeometri. For disse finner
vi anvendelse i for eksempel moderne fysikk. Andre omrader er fraktal geometri,
diskret geometri og ny anvendt geometri. Utviklingen av anvendt geometri er 1 ho-
vedsak knyttet til konkrete anvendelser og er hovedtema videre i denne boken.
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2 KAPITTEL 1. INTRODUKSJON

Figur 1.1: Euklid av Alexandria, “geometriens far". En statue som star inne pa “Oxford
University Museum of Natural History".

Pa 1950-tallet akselererte automatiseringsprosessen i industrien. Samtidig ble datamaski-
nen introdusert. Til sammen fgrte dette til et sterkt behov for ny utvikling av anvendt
geometri. Dermed begynte et geometrifellesskap a utvikle seg. En ny gren innen geometri
dukket opp, industriell geometri. Pionerene i denne perioden var ofte koblet til den mest
avanserte industrien; skips-, fly- og bilindustrien, og var motivert av et gnske om a bru-
ke datamaskiner til design, konstruksjon og produksjon. Malet var & utvikle metoder og
algoritmer for kurve- og flaterepresentasjoner og beregninger pa disse, for sa a anvende
disse i datagrafikk og simuleringer. Ved a gjore dette startet de utviklingen av en ny di-
siplin kalt geometrisk modellering, og som inkludert dataassistert geometrisk design, 3D
modellering, beregningsgeometri, digital geometri og piksel/voksel-partisjonering. Det
startet med utvikling av metoder og algoritmer for dataassistert konstruksjon og produk-
sjon, DAK/DAP, og ble fulgt av modellering av olje- og gruvefelt, menneskekropper etc.
for simuleringsformal. I dag er imidlertid stgtte til utvikling av virtuell virkelighet, virtuelt
design, virtuell prototyping, virtuell konstruksjon, dataspill, simuleringer og animasjoner
i filmer og TV-produksjoner vel sa viktige omrade for geometrisk modellering.

Denne boken forsgker a koble dagens industrielle standard, B-splines, med dens forlgpere
og etterkommere, blant annet med nye blendingsteknikker i konstruksjon av kurver og
flater. Noen ganger vil vi ogsa se pa geometriutviklingen i et historiske perspektiv.

I figur[T.T]vises et bilde av en statue av geometriens far, Euclid. De 13 bgkene om geometri
“Lroryela 'ﬂ har vert og er fortsatt viktige for a fa innsikt i geometri.

'som er gresk og betyr Elementer og som foreligger i en engelsk oversettelse i [60]
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Figur 1.2: Til venstre ser vi en rotasjonsflate som er laget ved a rotere en kurve 360°. Til
hgyre vises en “apesadel” som er laget direkte fra en formel.

1.1 Industriell geometri

Industriell geometri betyr naturlig nok geometri for industrielle formal. Eksempler er de-
sign og konstruksjon, verktgystyring, gjenkjenning, eller det kan vere beregninger pa
geometri. Industriell geometri er i dag viktig for omrader som:

Datagrafikk

Data-assistert design - DAK (produktutvikling)

Data-assistert produksjon - DAP (produksjonstyring)

Virtuell og sammensatt virkelighet VR og AR.

Virtuell kunst (virtuelle skulpturer, matematiske skulpturer, ...)

Simuleringer og animasjoner (vitenskapelige simuleringer, filmer, spill, ...)
Kartrelaterte applikasjoner, geodesi

Selvkjgrende biler / busser / lastebiler / bater / fly / droner / romfartgy

NN N N YR NN NN

Beregninger generelt, for eksempel styrkeberegninger, termodynamikk, fluidmeka-
nikk, kinematikk, vibrasjon, resonans etc.

v Kunstig intelligens, objektgjenkjenning, ansiktsgjenkjenning, ...

Industriell/anvendt geometri er hovedsakelig for bruk pé datamaskiner. I figur[I.2] vises et
par eksempler. Pa venstre side av figuren vises en rotasjonsflate, som er laget ved a rotere
en kurve 360°, se forgvrig kapittel[9.2] Til hgyre vises en “apesadel”, en flate som er laget
direkte fra en formel. Formelen har merkelappen (9.1)) og vi finner den pé side [169]

Kurver, flater, volum, ... kan beskrives implisitt eller parametrisk. Parametrisk beskrivelse
er mest brukt. En viktig type parametrisk geometri er splines. I dag er splinefamilien
stor. Vi skal senere se pa klassiske kubiske splines, Hermite splines, B-splines, NURBS,
uniform splines og subdivisjon, sirkelsplines og blendingsplines. Vi skal ogsa komme
innom “lappeteppe” (patchwork pa engelsk), spesielt med trekanter. Dette er en type flater
som er satt sammen av mange delflater/trekanter pa en mer eller mindre glatt méte.
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Figur 1.3: Pa venstre side ser vi en flate som i utgangspunktet var en kule, mens flaten
til hgyre opprinnelig var en torus. Begge flatene er endret ved fgrst a bruke interpolering
og deretter interaktiv redigering, dvs. flytting/rotering av interpolasjonspunktene.

Det er ulike bruksomrader for geometri. For eksempel er det behov for:

Statisk geometri av hgy kvalitet.

Geometri som gjgr presisjonsberegninger mulig.

Geometri som enkelt kan formes, kopieres eller omformes.

Geometri som dynamisk kan endre form i “sanntid".

Ulike typer geometri har ulike egenskaper. For eksempel er B-splines god for hgy kvalitet
og beregninger, subdivisjonsflater er best for grafikk, bilder, dataspill, og blendingsplines
er bra for vanskelig formgiving og dynamisk endring av form. I figur [I.3]ser vi to flater
som er eksempler pa blendingsplines. Til venstre er en kule blitt kopiert av et lappeteppe
av trekantede flater som deretter er endret til et “andehode", til hgyre er en torus blitt
kopiert av et lappeteppe av firkantede flater som sa er endret til a ligne en “andefot".

1.2 Geometrisk modellering

Begrepet geometrisk modellering kom fgrst i bruk pa slutten av 1960-tallet, en tid med
rask utvikling innen datagrafikk og datastgttet design og produksjonsteknologi. Disipli-
nen geometrisk modellering er en sammenhengende, men noe lgst integrert samling av
matematiske metoder som vi bruker for a beskrive formen til et objekt eller for a uttrykke
en fysisk prosess i form av en passende geometrisk metafor. Disse metodene inkluderer;

v' Datastgttet geometrisk design (internasjonalt forkortet CAGD) bruker formelverket for
kurver og flater til modellering. Formlene er vanligvis parametriske uttrykk hentet fra
differensialgeometrien, stgttet av interpolasjons- og approksimasjonsteori. Det er her
vi egentlig finner rgttene til moderne geometrisk modellering.

v 3D modellering som vanligvis betegnes som konstruktiv solid geometri (CSG), lar oss
kombinere enkle former for a lage komplekse solide volum modeller

v' Algebraisk geometri er den moderne utvidelsen av klassisk analytisk geometri, inklu-
dert differensialgeometri.
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v Beregningsgeometri er opptatt av design og analyse av algoritmer, og er relatert til
numeriske metoder, beregningsteori og kompleksitetsanalyse.

Imidlertid utvides geometrisk modellering stadig og inkluderer na ogsa fraktal og digital
geometri og rompartisjonering.

Det har veart mest vanlig 4 studere geometriske objekter i planet - R? eller i rommet -
R3. Mange av verktgyene og prinsippene kan imidlertid ogsa brukes om objektene er i et
rom av hvilken som helst endelig dimensjon. I dag er modellene i datastgttet design og
produksjon - DAK/DAP, imidlertid stort sett tre- eller firedimensjonale (3D pluss tid). Det
samme gjelder anvendte tekniske omrader som konstruksjon- og maskinteknikk, arkitek-
tur, geologi, helse og et stort felt vi kan kalle virtuelle systemer, dataspill, VR-systemer
og simulatorer. Geometrisk modellering er grunnlaget for applikasjoner som animasjon
og spesialeftekter for avansert modelleringsprogramvare for industriell design og arkitek-
tur og for 3D-printere. Geometriske modeller representerer former og romlige forhold til
miljget som studeres, noe som muliggjgr en mye dypere analyse enn det ellers ville vart
mulig a gjgre. Hvordan algoritmene er og hvordan disse modellene er kodet er egentlig
det vi kaller datastgttet geometrisk design (CAGD).

For datastgttet geometrisk design - CAGD var en viktig begivenhet en konferanse holdt
ved “University of Utah" 1 1974, organisert av Barnhill og Riesenfeld [/]. Fgr denne
konferansen kan vi si at feltet var i sitt embryonale stadium, etter denne konferansen var
det klart at CAGD (Computer Aided Geometric Design) var fgdt som en disiplin. I dag
er CAGD en moden disiplin, hvor B-spline og splinemetoder er industrielle standarder og
implementert i tusenvis av applikasjoner. Feltet er faktisk enda mer spennende enn noen
gang, fordi feltets betydning stadig utvides med introduksjonen av virtuelle og utvidede
verdener, dataspill, animasjonsfilmer, sosiale verdener, kunstig intelligens, gjenkjennelse
og selvstyring. De primare typene av interesse er kurver, flater og volum beskrevet som
splines (NURBS), lapper (“patcher"), subdivisjonsflater, samt algoritmer for a generere,
analysere og manipulere dem. Denne boken vil gi en oversikt over feltet og se pa nye
utviklinger 1 CAGD og dets applikasjoner, inkludert men ikke begrenset til fglgende:

A samle inn og & spre informasjon om datastgttet design.

A gi fellesskapet metoder og algoritmer for a representere og behandle kurver og flater.

A vise datastgttet geometrisk design ved a bruke interessante applikasjoner.
A kombinere kurve- og flatemetoder med datagrafikk.

A forklare vitenskapelige fenomener ved hjelp av datagrafikk.

A vise samspillet mellom teori og anvendelse.
A avslgre ulgste problemer i praksisen.

A utvikle nye metoder innen datastgttet geometri.

I denne boken behandler vi ogsa en ny generasjon konstruksjonsmetoder for kurver og
flater som er basert pa blendingsteknikker. Historisk er dette ikke nye teknikker. Bade
Coons patch [26] og forskjellige typer “fillet"-konstruksjoner bruker blendingsteknikker,
og sirkelsplines [[164] har mye til felles med “ekspo-rasjonal B-spline"-konstruksjonen
som fra 2005 og fremover har blitt presentert 1 en rekke artikler, for eksempel [103} 44,
45,102, 143,106, [107].
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1.3 Algoritmisk sprak

Med “algoritmisk sprak" mener vi spraket som brukes for a beskrive algoritmene som
presenteres. All programmering er laget i C++ . Dette gjenspeiles selvsagt ogsa i det
algoritmiske spraket. En viktig faktor i definisjonen av syntaksen er at den skal vare
kompakt og samtidig tydelig og lett a forsta. Elementene som beskriver det algoritmiske
spraket er:

v Notasjonen i algoritmene er en forenkling, samt en blanding av C++ og en matematisk
notasjon.

v/ C++ -template notasjon er bruket. Ogsa standard template library (stl) brukes - for
eksempel vektor<double>, en vektor av tall i dobbel presisjon.

v’ For a gjgre notasjonen mer kompakt, er “{"og “}kun markert med innrykk.

v En rutine kan uttrykkes som et sett, som eksempel vector(T) C = {D/c(t) _o- Den
vil imidlertid alltid bli etterfulgt av en forklarende kommentar.

v" Vanlig C++ -standard “//" brukes for kommentarer.

Nedenfor er et eksempel, en implementering av en funksjon bspline definert i seksjon
C++ -koden vises fgrst, deretter algoritmen ved bruk av det algoritmiske spraket.

vector <double> bspline (vector <double> k, int d, int ii , double t) {
vector <double> b(d+1);
vector <double> w(d);
b[l] = (t — k[ii])/(k[ii+1] — k[1ii]);
b[0] =1 — b[l];
for(int 1i=2; i<=d; i++) {
for(int j=0; j<i; j++)
wiil = (t — k[ii+j 1) /(k[ii—j+i] — k[ii—j1);
bl[i] = (A-w[0])«b[i—1];
for(int j=i-1; j>0; j——)
blj] = wli—jl*b[j—1] + (I—w[i—j —1D=b[j1;
b[0] *= w[i—1];
}

return b;

vector(double) bspline( vector{double) t, intd, int G, doublet)
vector(double) b(d+1); /I Retur vektoren, dimensjon d + 1.
vector(double) w(d);

by =W c(t;7); /! sepé side

bo=1—->by; /I Den generelle Cox/deBoor algoritmen for
for(inti=2;i<d;i++) /I - B-splines, lager settet av alle aktuelle
for (int j=0;j<i;j++) /I - B-spline verdiene av grad d for en gitt
wi=W_(t;7); /- oghvor 7. <t < Tci1.

bi = (1—wo) bi_1;
for(int j=i—1;j>0;j——)
bj=wijbj1+(1=wij1)bj;
bo = wi—1 bo;
return b;
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Dette eksemplet finner du pa side algorithm |3} C++ -koden i dette eksemplet brukes i
“evaluatoren” for B-splines. Normalt beregnes ogsa de deriverte. Kode for det finner du i

Algoritmen [4] pa side

1.4 Opversikt over kapitlene

Boken er delt inn i 4 deler med tilsammen 14 kapitler og 3 vedlegg. Delene er:

v' Introduksjon
v Kurver

v’ Flater

v Vedlegg

De tre innledende kapitlene er:

Kapittel [I| gir leseren en historisk bakgrunn, fgrst generelt om geometri, sa mer spesifikt
om industriell geometri og geometrisk modellering. Kapittelet gir ogsa en beskri-
velse av algoritmespraket som er brukt i boken, samt denne oppsummeringen.

Kapittel 2] handler om matematiske rom, ulike typer koordinater og notasjoner. Dette
kapittelet er viktig for at leseren bedre skal forsta anvendt geometri, formlene, al-
goritmene og vere i stand til a implementere geometri.

Kapittel 3| handler om programmering av geometri, hva affine og projektive rom betyr
for programmering, hvorfor indreprodukt er den mest sentrale funksjonen og hvor-
dan lokale koordinatsystem fungerer. I tillegg far man noen verktgy for interaktiv
design og simulering.

De fem kapitlene om kurver er:

Kapittel 4 handler om parametrisering av kurver generelt, samt litt dypere om polynom-
baserte kurver av forskjellige format, og noen grunnleggende algoritmer for a be-
regne posisjon og deriverte pa disse kurvene.

Kapittel 5| handler om klassisk interpolasjonsteori. Den tar for seg dividerte diferanser,
om ulike former for interpolasjon samt hermiteinterpolasjon. Til slutt ser vi pa po-
lynombaserte stykkevise kurver som er mer praktisk a bruke ved interpolering.

Kapittel [6| handler om B-splines og B-spline kurver av ulike typer, kubisk spline inter-
polasjon, historien til B-splines, moderne B-splines og uniforme B-splines og sub-
divisjonskurver.

Kapittel [/| handler om blending, det vil si blendingsfunksjoner og hvordan man bruker
disse. B-funksjoner, forkortelse for blendingsfunksjoner, finnes i et stort utvalg, og
dette kapittelet viser noen av de viktigste.

Kapittel [§| handler om B-splines med B-funksjoner, og ogséa hvor vi erstatter kontroll-
punkt med kontrollkurver. Dermed introduserer dette kapittelet konseptet blendingspli-
nes. Vi far se mange eksempler som viser dynamisk formendring. Til slutt blir det
introdusert en kurvekonstruksjon hvor enhver parametrisk kurve, uansett formel,
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kan utvides med en skjgtvektor og et sett “‘koeffisienter”, som alle egentlig er ma-
triser, og som gjgr at kurven kan endre form.

De seks kapitlene om flater er:

Kapittel [9] introduserer parametriske flater. Bade definisjoner og aspekter ved implemen-
tering blir diskutert. I tillegg vises forskjellig flatekonstruksjon.

Kapittel 10| handler om subdivisjonsflater, dvs. uniform diskret B-splines hvor vi starter
med et sett med punkt organisert i “polygon", og ender opp med et mye tettere sett
med punkt og “polygon".

Kapittel [11) handler om en blendingsflatekonstruksjon hvor to flater blendes, og hvor
randkurvene, med posisjon og deriverte, er gitt. Dvs. et alternativ til Coons patch.

Kapittel [12] introduserer blendingspline-tensorproduktflater. Bade definisjon og aspekter
ved implementering diskuteres. I tillegg introduseres komplette “evaluatorer” og
bézierflater som lokale flater. Videre diskuteres hermittinterpolasjon samt formend-
ring ved bruk av affin transformasjon av lokale flater. Til slutt blir et nytt konsept
introdusert, der enhver parametrisk flate, uansett formel, kan utvides med to skjgt-
vektorer og tilhgrende koeffisienter (matriser) slik at flaten kan endre form.

Kapittel 13| omhandler trekantede flater. Vi far en introduksjon av béziertrekanter med
homogene barysentriske koordinater. Deretter introduseres B-funksjoner i homoge-
ne barysentriske koordinater, og de grunnleggende egenskapene diskuteres. Deret-
ter introduseres blendingstrekanter, inkludert to forskjellige typer lokale trekanter,
béziertrekanter og sub-trekanter i generelle parametriserte flater. Den siste fgrer til
flateapproksimasjon basert pa trianguleringer. Til slutt vises flere eksempler.

Kapittel [I4] handler om flater som er et satt sammen av trekantede flatestykker. Hver tre-
kant er et resultat av a blende trekantede deler av lokale flater som er koblet til sine
respektive interpoleringspunkt. Resultatet er kontinuerlig og glatt i interpolerings-
punktene, men ikke ngdvendigvis glatt over kantene mellom trianglene. Det finnes
imidlertid en dual flate satt sammen av firkantede “lapper" som gir en glatt flate.

Og til slutt har vi tre vedlegg:

Vedlegg[A] viser implementering av en “evaluator” for en ERB-funksjon av type 1. Vi
viser en palitelig, presis og effektiv mate a beregne ERB-funksjonen. Reliabili-
tet basert pa IEEE-standarden for biner flyttallsaritmetikk diskuteres. Algoritmer
for evaluering, dvs. beregninger av funksjonsverdi inkludert deriverte introduseres.
Tester blir utfgrt bade nar det gjelder presisjon og effektivitet. Til slutt introduseres
en palitelig og veldig rask “evaluator", pakket inn i en C++ -klasse.

Vedlegg B omhandler eksterne programmeringsbibliotek som Igser linezralgebra pro-
blemer. Vedlegget inneholder ogsa en del om a utnytte dataressurser bedre, dvs.
heterogen databehandling og parallellisering.

Vedlegg[C] Her er en rekke bevis fra forskjellige kapitler samlet.



Kapittel 2

Matematiske rom og notasjoner

Gjennom tidene har “rom" vart en geometrisk abstraksjon av det tredimensjonale rommet
vi observerer i det virkelige liv. I matematikken er dette relatert til det to- eller tredimen-
sjonale rommet med euklidsk geometri, sa vel som generaliseringene av disse til hgyere
dimensjoner. Begrepet euklidsk skiller disse rommene fra de “krumme" ikke-euklidske
rommene, og de er oppkalt etter den greske matematikeren Euklid av Alexandria (300
f.Kr.). Det er vanlig a definere euklidske rom med kartesiske koordinater, dvs. koordinater
som typisk beskrives av et senterpunkt kalt origo og n koordinatakser, dvs. enhetsvektorer
som er ortogonale til hverandre. Det er ikke uvanlig a betegne rommene for [E* hvis vi
gnsker & understreke dens euklidske natur, men oftest brukes R” siden sistnevnte da antas
a ha standard euklidsk struktur.

I moderne matematikk er et rom definert som et sett med objekter som har noen tilhgren-
de strukturer. Alternativt beskrives de som ulike typer mangfoldigheter, som er rom som
lokalt ligner pa euklidske rom, og hvor egenskapene i stor grad er definert rundt lokal
sammenheng mellom punkt som ligger pa mangfoldigheten. Kurver og flater er mangfol-
digheter hvis de er regul®re og ikke selvskjerende.

Det er imidlertid mange forskjellige matematiske objekter som kalles rom. Noen vektor-
rom som for eksempel funksjonsrom kan ha uendelig dimensjon, og en forestilling om
avstand som er svert forskjellig fra det vi tenker pa som avstand i euklidske rom. Det
finner ogsa topologiske rom som erstatter begrepet avstand med en mer abstrakt idé om
narhet.

Matematiske rom danner ofte et hierarki, det vil si at ett rom kan arve alle egenskapene til
et overordnet rom. For eksempel er alle indreproduktrom ogsa normerte vektorrom, fordi
indreproduktet induserer en norm 1 indreproduktrommet slik at

Isl] = v/ (s,5)-

Ved siden av euklidske rom, vektorrom og endeligdimensjonale funksjonsrom skal vi ogsa
se pa kompakte rom, affine rom, projektive rom og grassmannien, og vi skal se pa noen
avbildninger (overganger) mellom rom.
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2.1 Euklidske rom, kartesiske koordinater og vektorrom

Notasjonen i denne boken fglger den vanligste standarden. Geometri beskrives oftest i pla-
net eller i rommet, og funksjonene gir da typisk vektorer eller punkt (forskjellen pa vektor
og punkt vil bli beskrevet i seksjon[2.4). Vektorene i R” danner sammen med operasjone-
ne et vektorrom. Et vektorrom er en matematisk struktur av n-dimensjonale vektorer som
kan legges sammen og multipliseres/skaleres med tall som her kalles skalarer. Skalarer er
normalt reelle tall. Resultatet av disse operasjoene er alltid n-dimensjonale vektorer.

En liste som forklarer notasjoner er:

v Vi benevner euklidske rom som E4 eller RY, der d er dimensjonen til rommet, R? er
planet og R? er 3D-rommet.

v' Kartesisk koordinatsystem, er mest vanlig a bruke i euklidske rom. Den spesifiserer
hvert punkt unikt med et sett med numeriske koordinater, som er avstandene, med
fortegn, fra punktet til et sett med faste linjer som star vinkelrett pa hverandre, malt i
samme lengdeenhet, dvs. p = (X, y, z).

v Hver referanselinje i et kartesisk koordinatsystem kalles en koordinatakse eller bare
akse, og punktet der de mgtes kalles origo, & = (0,0,0). Koordinatene kan ogsa de-
fineres som posisjonene til de perpendikulere projeksjonene av punktet pa aksene,
uttrykt som avstander med fortegn fra origo.

v En vektor eller et punkt er angitt med en bokstav, latinsk eller gresk. En vektor kan
vises enten som en radvektor (liggende) eller en kolonnevektor (staende), dvs.

ry

3

r:(rl,rg,r3): rm cR’.
r3

v Et indreprodukt mellom to vektorer r og s € R¢, d > 1 er angitt ved

A |
(rys) = (ri, -+ ,rq) : =(rs1+rs2+...+rgsq)  €R.
Sd

Merk at hvis (r,s) = 0, sa er r og s ortogonale, dvs. vinkelen mellom dem er 90°. Et
indreprodukt i et euklidsk rom er det samme som et skalar- og prikk-produkt.

v Et vektorprodukt i R® (beslektet med et kileprodukt som ogsa kalles som et utvendig
produkt) er; gitt vektorene r = (ry,r2,r3) 0og s = (s1,52,53):

r/\s:<

Det kan vises at vektorproduktet er ortogonalt til begge sine vektorer, dvs.

r2 r3
$2 53

r.r;
S1 83

ry n

TS oS

) = (ra83 — 8213, 1183 — 8173, I'1S2 —S8172)

(rins,ry = (rAs,s)=0.
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v Etkileprodukt i R? er, gitt vektorene r = (ry,72) og s = (s1,52):

r
ST 82

rAs = =185 —S1n

Et kileprodukt i R? er det samme som et “rotert" indreproduktet

(r,st) =rAs,

L

hvor vektoren s“ er vektor s rotert 90° mot klokken.

2.2 Homeomorfi, diffeomorfi og mangfoldigheter

Vi skal kort (og noe overfladisk sett fra et matematisk stasted) se pa det matematiske
grunnlaget for parametriske kurver og flater. Til de lesere som gnsker & studere dette mer
grundig anbefaler vi a lese Spivak [[151]] eller DoCarmo [49] 50]].

Vi starter med a forklare homeomorfi. Fra gresk, betyr det noe sant som “liknende form",
og i en geometrisk sammenheng kan det sammenlignes med et ark av “leire" som blir de-
formert ved strekking, bgying, ... men hvor vi ikke kan klippe og lime fordi naboelementer
ma forbli naboelementer. En mer formell definisjon er

Definisjon 2.1. En homeomorfi, dvs. en kontinuerlig transformasjon, er en ekvivalens-
relasjon (relasjon mellom to “like objekt") og en-til-en korrespondanse mellom punkt i
to geometriske objekter eller topologiske rom, som er kontinuerlig begge veier. Det er en
avbildning som bevarer alle de topologiske egenskapene til et gitt rom. To objekt/rom med
en homeomorfi mellom seg kalles homeomorfe, og fra et topologisk synspunkt er de like.
En transformasjon / avbildning / funksjon / overgang er en homeomorfi hvis den:

e cr en bijeksjon, dvs. én til én og pa (hele),
e er kontinuerlig,

e 0g den inverse funksjonen er kontinuerlig.

Affine transformasjoner som rotasjon, skalering, translasjon og skjer er blant de mest
vanlige typene geometrisk homeomorfier. En homeomorfi som ogsa bevarer avstander
kalles en isometri. En isometri er som a bgye et papirark for a lage en sylinder.

Et beslektet uttrykk er diffeomorfi,
Definisjon 2.2. En diffeomorfi er en én til én kontinuerlig differensierbar avbildning. Det

er en inverterbar funksjon som avbilder en differensierbar mangfoldighet til en annen,
slik at bade funksjonen og dens invers er glatte. En funksjon er en diffeomorfi hvis:

o funksjonen er differensierbar,
e den inverse funksjonen er differensierbar,

En mangfoldighet er et objekt/rom som lokalt rundt ethvert punkt ligner et euklidsk rom,
dvs. det er en homeomorfi mellom et apent sett rundt hvert punkt og et euklidsk rom. En-
dimensjonale mangfoldigheter er typisk kurver. Todimensjonale mangfoldigheter kalles
ogsa flater.
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Figur 2.1: Eksempel pa en kule / sfere som er dekket av et atlas som har seks kart
(parametriseringer). De seks kartene (parametriseringene) er S1, S2, S3, Sa, S5 0g Se.

2.2.1 Global og lokal parametrisering, kart og atlas
Vi ser fgrst pa kurver og flater og deres parametriske uttrykk.

1. En parametrisk kurve er en kurve definert av en parametrisk formulering som involve-
rer én parameter, oftest s eller 7. Typisk vil det vaere kurver i R? eller R? (og ofte
betegnet ¢(z)). Mer presist, en parametrisert differensierbar kurve er et differensier-
bart kart (avbildning)

c:ICR—R", ne€Z" menvanligvis {2,3}),
dvs. fra et apent intervall I = (a,b) av den reelle linjen R pa R*,n = 2,3.

2. En parametrisk flate er en flate definert av en parametrisk formulering som involverer
to parametere, som oftest betegnet (u,v) eller (s,7). Vanligvis vil det vere flater i
IR? (og ofte betegnet s(u,v)). Mer presist, en parametrisert differensierbar lokal flate
er et differensierbart kart

s:UCR? = R", ne(Z" men vanligvis {3}).
dvs. fra et apent sett U C R? pa R3.

Kurver og flater er imidlertid ofte definert pa lukkede eller halvipne domener, I eller U,
men de kan alltid uttrykkes som en delmengde av et apent domene som er forutsetningen
beskrevet i punkt 1 og 2 i definisjonen over.

Enhver kurve kan beskrives med én parametrisering. Dette vil ikke alltid vaere det mest
praktiske og det ér mulig a bruke flere overlappende intervall (med ikke-tomme overlap-
per) som domener for flere ulike parametriseringer som til sammen dekker hele kurven.
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For flater er det ikke alltid mulig a bruke bare én parametrisering. Dette gjelder spesielt
parametriserte, begrensede, kompakte og ikke disjunkte flater av forskjellig topologiske
genus g (antall hull/handtak). Et klassisk eksempel er en kuleoverflate / sfeere. Det finnes
ingen homeomorfi (definisjon mellom en sfzre og R%. Men hvis en kuleoverflate /
sfere blir punktert, dvs. ett punkt blir tatt bort, da er resten av sfzren og R?> homeomorfe.
Man kan forestille seg a ta tak i hullet a utvide det og brette det ut slik at overlaten pa
kulen blir en tallerken.

I figur [2.T] vises seks parametriseringer som tilsammen dekker en sfare (med overlapp),

si,v)=(u, v, /1—W+12) ),
o) =(u, v, —/1—2+v2) ),
s3(u,v) = ( u, 1— (W +v2), v),
sa(uv) = (u, —/1—(2+v2), v),
ss(u,v) = (/1= (u2+12), u, v ),
s6(u,v) = ( —/1T— (2 +v2), u, v),

hvor domenet for alle seks kartene, {s,-}?: |» er den apne disken w2 < 1.

Hvis en kurve eller en flate er reguler og ikke skjaerer seg selv, kan den betraktes som
en mangfoldighet. Det vil si at den er et topologisk rom som er lokalt homeomorft til et
euklidsk ronﬂ av en samling (kalt et atlas) av homeomorfier kalt kart. Sammensetningen
av ett kart med den inverse av et nabokart er en funksjon som kalles et overgangskart,
og definerer en homeomorfi av en apen delmengde av et euklidsk rom til en annen apen
delmengde av det euklidske rommetE]

Merknad 2.1. Som senere vil bli vist, brukes bade lokale og globale kart i konstruksjo-
nen av blendings-splines (i lokal og global geometri). Dette kan sees for bade kurver og
tensorproduktflater. Flater som er et lappeteppe (patchwork pa engelsk) av trekanter er
enda mer i samsvar med definisjonen av mangfoldigheter, der er det ingen global para-
metrisering. Dette apner for konsistente konstruksjoner av avgrensede, kompakte og ikke
disjunkte flater av alle mulige topologiske genus.

2.3 Kompakte rom

Kurver og flater eller geometriske objekt generelt er som oftest geometrisk begrenset eller
“geometrisk endelige", og normalt inkluderer de ogsa deres endepunkt / render.

De vil da normalt vere kompakte objekt (mangfoldigheter eller rom). Dette er kurver som
inkludert start- og sluttpunkt, rektangler inkludert de fire randkurvene, overflater generelt
inkludert deres render, eller en kule, en torus eller lignende.

Formelt kalles et topologisk rom kompakt hvis ethvert sett av apne overdekninger (et uen-
delig sett med apne omegner som sammen dekker hele rommet) har en endelig deldekning

Det vil si at rundt hvert punkt er det en omegn som topologisk sett er det samme som den &pne enhets-
ballen i R? eller respektive R, og da faktisk hele R? eller R? i seg selv.
2En nermere studie av mangfoldigheter finner man i [151]] eller [50].
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Figur 2.2: Fire eksempler pa 2-dimensjonale kompakte objekter, sylinder, torus, Mébius
band og Kleins flaske. En sylinder har to render, et Mobius band har bare én rand, og en
torus og en Kleins flaske har ingen render.

(kan reduseres til et endelig sett apne omegner som dekker hele rommet). Ellers kalles det
ikke-kompakte.

I figur2.2] vises fire eksempler p& noen spesielle kompakte flater.

a) Rektangelet a bgyes slik at to motstaende render limes sammen. Resultatet er en sy-
linder der de to randkurvene er inkludert.

b) Rektangelet b bgyes fgrst og to motstaende render limes til en sylinder, deretter bgyes
sylinderen og de to andre rendene limes sammen. Resultatet er en torus.

¢) Rektangelet ¢ bgyes, men na snus de to motstdende rendene fgr de limes sammen.
Resultatet er et Mobius-band med bare én randkurve som da er inkludert.

d) Rektangelet d bgyes men na snus de to motstaende rendene fgr de limes sammen, sa
bgyes det ogsa i den andre retningen og de to andre motstaende rendene limes sa
sammen. Resultatet er Klein flaske.

Det euklidske rommet inkludert det affine rommet som beskrives i neste seksjon er ikke
kompakte rom (de inkluderer ikke punkt uendelig langt borte), men det projektive rommet
og grassmannrommene er kompakte rom som vi vil se neermere pa i kapittel

2.4 Affine rom

Et vektorrom er et sett med elementer vi kaller vektorer. Et vektorrom er lukket under
endelig vektoraddisjon og skalar multiplikasjon. Dette betyr at en sum av to vektorer ogsa
er en vektor og a skalere en vektor ved skalar multiplikasjon ogsa gir en vektor. Dette gir
folgende legale operasjoner,

v=kivitky v

hvor v, vi og v, er vektorer og k; og ky er skalarer (reelle tall). Det fglger at man kan
summere sammen mange vektorer til €n hvis antallet vektorer som skal summeres ikke er
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uendelig. I forrige avsnitt sa vi at vi ikke bare hadde vektorer, men sver ofte har vi punkt.
Punkt oppfarer seg annerledes enn vektorer men er ogsa koblet til dem i operasjoner.

Vi vil derfor introdusere en ny struktur pa euklidske rom.

Affine rom

er et rom av punkt p, med tilhgrende vektorer v. Fglgende to operasjoner beskriver
sammenhengen mellom punkt og vektorer og operasjoner pa disse:

p=p1+kv, sammenhengen mellom punkt og vektorer,
2.1)
v =kj vi +kp v, operasjoner kun pa vektorer,

hvor k-ene er skalarer, dvs. reelle tall.

o I tillegg er det enda en lovlig operasjon. Det er en operasjon pa kun punkt, og den
kalles for en affin kombinasjon og vil bli beskrevet n&@rmere nedenfor.

Fra den fgrste linjen i (2.1) far vi nar vi snur uttrykket

- -~
v=k(p—p1), hvor k:%. 2.2)

Videre, fra en kombinasjon av alle tre uttrykkene ovenfor (2.1)) og (2.2) far vi:

Affin kombinasjon

ogsa kalt den barysentriske kombinasjonen. Dette er den eneste lovlige operasjo-
nen pa kun punkt og er formulert som fglger (der p; er punkt og k;, i =0,...,n, er
skalarer)

n
ki pi, hvor ) ki=1. (2.3)
i=0 i=0

n
p =
¢ Navnet indikerer a beregne tyngdepunktet (barysenteret). Det er & summere et sett
vektede punkt hvor vektene som brukes summerer opp til 1.
< Hvis alle vektene k;, i =0, ..., n, er ikke-negative, k; > 0, i =0,1,...,n, kaller vi
for en konveks affin kombinasjon.

Den affine kombinasjonen fglger fordi (2.3]) kan skrives om for a passe til uttrykkene i
.1,

ki (pi — po),
1

n
p=po+v, hvor v=
i=

og derfor fglger det at

Merk fra hermitebasisfunksjonene beskrevet pa side 40| at de to basisfunksjonene som
blender punktene summerte opp til 1. Legg ogsa merke til at basisfunksjonene for bézier-
kurver, settet med bernsteinpolynomer som bare blender punkt summerer opp til 1 for alle
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grader (lemmalf4.2] pa side [49). Senere vil vi vise at dette ogsa er tilfellet for B-splines og
NURBS.

Grunnen til at dette er sa viktig er at & oppfylle en affin kombinasjon er en forutsetning for
a kunne bruke affine avbildninger, som er de mest brukte funksjonene i datamaskingra-
fikk, DAK/DAP etc..

affine avbildninger

er translasjon, skalering, rotasjon, skjer- og parallellprojeksjoner, og er generelt pa
formen:
Op=Ap+v (2.4)

der p er et punkt og v er en assosiert vektor, begge i et affint rom. Hvis dette er det
euklidske R3, sé er A en 3 x 3 matrise.

Geometrisk sett er affin avbildning (affin transformasjon) i et euklidsk rom en avbildning
som bevarer:

1. Kollinearitetsrelasjonen mellom punkt; dvs. tre punkt som ligger pa en rett linje
fortsetter a veere kolline@re etter transformasjonen.

2. Forholdet mellom avstander langs en linje; dvs. for tre distinkte kollinezre punkt

. |P2=P1] 11
P1, P2, p3, vil forholdet pa=pa] bli bevart.

En affin avbildning er inverterbar hvis og bare hvis matrisen A er inverterbar. Dette gjelder
typisk skalering, rotasjon, skjaer og translasjon. Parallell projeksjon er ikke inverterbar.

En skaleringsmatrise er en diagonalmatrise der den inverse er en matrise hvor hvert tall
pa diagonalen er invertert. Denne matrisen skalerer hver koordinat i en vektor forskjellig.
1

o 0 0 L oo
A;=| 0 B 0|, oghvor A™'= 0%0
0 0 vy 00%

En rotasjonsmatrise er en ortonormal matrise der den transponerte matrisen er den inverse.
En rotesjon mot klokken rundt x-aksen med vinkelen o gir

1 0 0
Agx=| 0 cos(a) —sin(a) |, oghvor A~'=AT
0 sin(a) cos(a)

En rotesjon mot klokken rundt y-aksen med vinkelen o gir
cos(er) O sin(a)
Agy= 0 1 0 , oghvor A~1=AT.
—sin(a) 0 cos(a)
En rotesjon mot klokken rundt z-aksen med vinkelen o gir
cos(et) —sin(ex) 0O
Ag.= | sin(a) cos(a) 0 |, oghvor A~'=AT
0 0 1
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Hvis vi gnsker a rotere rundt en vilkarlig vektor r, ma vi fgrst sgrge for at rotasjonsvekto-
ren r er en enhetsvektor, dvs.

r=| y |, hvor |r|=1.
z

Vi lager sa matrisene (® er notasjon for ytreprodukt)

x> Xy xz 0 —z vy
T=ror =|xy y* yz og S=| z 0 —x
xz yz 7 -y x 0

Hyvis rotasjonsvinkelene er & blir den endelige rotasjonsmatrisen
Ry,=T+cosa (I—T)+sina S, (2.5)
og hvor R~ = R”

2.5 Projektive rom og grassmannrom

Det projektive rom er rommet av alle 1-dimensjonale underrom til et gitt vektorrom. Det
projektive rommet av dimensjon n benevnes IP”". Som oftest er det et rom av reelle tall. En
mer presis notasjon er imidlertid RP" for reelle projektive rom, og CP" for komplekse
projektive rom etc. P” kan ogsa betraktes som et sett bestaende av hele R” pluss alle
punktene uendelig langt borte (i figur [2.3]tilsvarer dette kantene som er limt sammen).

Figurviser en illustrasjon av hva det projektive planet P2 er. Vi starter med et plan hvor
to og to motsatte kanter er limt sammen, den ene kanten limes med kanten pa motsatt side
men hvor den ene er snudd fgr de limes sammen. Figuren viser oss avbildningene/home-
omorfien fra starten via en tallerken hvor vi ser at de antipodale punktene pa randa er det
samme punktene, og deretter en halvkule inkludert kantsirkelen som ligger i xy-planet,
og videre til settet av alle uendelige rette linjer gjennom origo. Dette fglger fordi det er
en en til én avbildning mellom halvkulen og settet med de rette linjer. Dette gjelder apen-
bart for alle punkt pa halvkulen bortsett fra de pa randa. Men det gjelder ogsa for linjene
i xy-planet (pa randa) fordi de antipodale punktene er det samme punktet. Fglgelig er
IP? settet av alle rette linjer gjennom origo i R3, dvs. alle 1-dimensjonalt underrom. Fra
illustrasjonen i figur [2.3|er det ogsa tydelig at det projektive planet P? er kompakt.

Et punkt i P” kan derfor beskrives med n+ 1 koordinater. Men koordinatene kan skaleres
med en hvilken som helst skalar forskjellig fra 0 uten at punktet endres. Det fglger at
g € P3 kan uttrykkes ved

q = (kx,ky,kz,kw),

hvor g er uavhengig av k, dvs. k kan vare et hvilket som helst reelt tall som ikke er null.

Det er en entydige overgang mellom det affine rommet R” og det projektive rommet IP”.
Hele R" kan overfgres til P” med alle strukturene bevart. Overgangen er

(X1yeeeyXn) = (X1, 000X, 1), (2.6)
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Figur 2.3: En illustrasjon av hva et projektivt plan P er. Vi starter med et plan flate med

fire kanter. Kantene limes sa sammen. Motsatte kanter limes etter at en av dem er snudd.
Planet deformeres sa til en tallerken hvor de antipodale punktene pa randen er det samme
punktet. Tallerkenen deformeres videre til en halvkule hvor randa fortsatt er i xy-planet.
Vi ser na at vi har en én til én avbilning (homeomorfi) mellom settet av alle rette linjer
gjennom origo i R3 og det opprinnelige planet med de sammenlimte rendene.

Affine punkt kan sa gjenopprettes fra det projektive rommet med overgangen

(xl,...,xn,xn+1)~(xl L ,1)|—><x1 x”). 2.7)

) ) ) b
Xn+1 Xn+1 Xn+1 Xn+1

Generelt kan P" sees pa som settet av alle linjer gjennom origo i R"*!. I motsetning
til de affine/euclidske rommene R”, er de projektive rommene P” kompakte. Det vises
tydelig i figur[2.3] Punktene ved “uendelig”, som er grenseverdier til R”, er de “horisontale
rette linjene" i IP”, de som skjerer randa. Det viser at det projektive rommet inkluderer
punktene ved “uendelig" og at det dermed er kompakt.

Grassmannrom er en generalisering av projektive rom; det er rommet av alle d-dimensjo-
nale underrom til et gitt n-dimensjonalt vektorrom, 0 < d < n, og benevnes med Gr(n,d).
Det fglger at det projektive rommet P" = Gr(n, 1). For eksempel er Gr(n,2) rommet av
alle plan gjennom origo i det euklidsk rommet R".

Et punkt i et nett, eller en annen organisert struktur, inneholder gjerne flere egensksper,
for eksempel en normalvektor, en masse, et lokalt koordinatsystem etc. I resten av boka
vil et slikt punkt ofte bli kalt en verteks.

2.6 Homogene koordinater

Homogene koordinater, introdusert av August Ferdinand Mobius i 1827 (Der barycen-
trische Calciil), er et system av koordinater som brukes i projektiv geometri omtrent som
kartesiske koordinater brukes i euklidsk geometri. De har den fordelen at koordinatene til
alle punktene, inkludert punkt ved uendelig, kan representeres ved bruk av endelige koor-
dinater. Dette fordi det projektive rommet er kompakt og dermed inkluderer punktene ved
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uendelig. Formler som involverer homogene koordinater er ofte enklere og mer symmet-
riske enn deres kartesiske motstykker. Homogene koordinater har en rekke anvendelses-
omrader, inkludert datagrafikk og 3D geometri generelt, der alle affine transformasjoner
og generelt projektive transformasjoner kan representeres av bare en matrise.

Homogene koordinater har €n koordinat mer enn dimensjonen til rommet. Det fglger at
hvis den siste koordinaten ikke er 0, sa er enhver skalert versjon av elementet det samme
elementet, sa for a sammenligne valgte vi en felles verdi for den siste koordinaten. Hvis
dimensjonen pa rommet er 3, sa har vi

Punkt p = (px, py,p:, 1), dvs. den siste koordinaten er 1.
Vektor v = (vy,vy,v;,0), dvs. den siste koordinaten er 0.

Dette betyr at, i homogene koordinater, er skalering av et punkt umulig fordi hvis et
punkt multipliseres med en ikke-null skalar, representerer de resulterende koordinatene
det samme punktet. Skalering av punkt er jo ogsa i affine rom en ikke logisk og ikke
lovlig operasjon En vektor kan imidlertid skaleres fordi den siste koordinaten fortsatt er O
etter skaleringen.

Vi ser at a fglge dette skjemaet gjgr operasjonen i et affint rom komplett og riktige, sum-
mering av punkt gir ingen mening, men summering av vektede punkt , der vektene sum-
merer opp til 1 gir et punkt, & legge en vektor til et punkt gir et punkt (siste koordinat er
1), a trekke et punkt fra et annet gir en vektor og sa videre.

Spesielt affine avbildninger far en mye enklere formulering fordi vi na kun far én matrise
for alle operasjoner. Husk at en affin avbildning er pa formen Ap + v. Det betyr at
punktet p f@grst bearbeides av matrisen A som er en kombinasjon av skalering, rotasjon og
skjer, for sa a flyttes med en vektor v, dvs.

Xx Yx 2 Vx
A=1|x ¥y 2z og v=1| v
Xz Yz Zz Vz

Hvis vi legger dette inn i én “homogen" matrise far vi

Xx Yx Zx Vx

A v Xy Yy Zy V
H= = |7 2.8
l() 1} X; Yz 2z Vo |’ 28)
0 0 0 1
og hvor den inverse er
Xy Xy X; —(X,V)
a_[ATh ATl Ye Yy Yo —(¥,v)
H'= = |7y s 2.9
|: 0 1 :| e Ly Zg _<Z7V> 29)
0 0 O 1

I denne inverteringen inneholder A bare rotasjon, som gjgr A ortonormal (ortogonal og
det = 1) og A~! = AT Hvis ogsa skalering er brukt, og for eksempel kolonnenummer i
skaleres med a, da skaleres radnummer i 1 den inverse matrisen med é
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Figur 2.4: Vi ser eksempler pa de fire fprste simpleksene. Fra venstre ser vi et punkt - Ay,
et linjestykke - Ay, en trekant - A3 og en tetraeder - A4.

2.7 Simplekser

I seksjon ble kurver definert som 1-dimensjonale objekt, flater som 2-dimensjonale.
Dette henger sammen med koblingen/homeomorfien med et euklidsk rom og det manifes-
terer seg 1 antall parameter i en parametrisering. Det fglger at et punkt er O-dimensjonalt
og et volum 3-dimensjonalt etc.

Et polygon er dermed et 2-domensjonalt objekt, dvs. en 2-dimensjonal polytop. Vi skal
se pa de enkleste polytopene av gitte dimensjoner, disse kaller simplekser, A,,. De 5 fgrste
simpleksene er:

- punkt er en 1-simpleks - Ay - og har 1 punkt dimensjonen er 0
- linjestykke er en 2-simpleks - A; - og har 2 punkt dimensjonen er 1
- trekant er en 3-simpleks - Az - og har 3 punkt dimensjonen er 2
- tetraeder er en 4-simpleks - A4 - og har 4 punkt dimensjonen er 3
- 5-celle er en 5-simpleks - As - og har 5 punkt dimensjonen er 4

Legg merke til at randene til en n-simpleks er n stykker (n-1)-simplekser. For eksempel
har en trekant 3 kanter/linjestykker. Hvis vi setter inn et punkt inne i en n-simpleks deler
vi opp simplekesen i n stykker n-simplekser. En siste observasjon som er lett a se for lave
dimensjoner er at for ethvert punkt eksisterer det en direktelinje (kant) mellom punktet og
alle de andre punktene. I figur 2.4]er de fire forste simpleksene plottet.

2.8 Homogene barysentriske koordinater for simplekser

Barysentriske koordinater ble introdusert av Mobius 1 1827, se [65]]. Disse kan brukes en-
ten til a uttrykke et punkt inne i en simpleks A, som en konveks kombinasjon av de n+ 1
punktene i simpleksen eller lineert a interpolere data gitt i punktene. Koordinatene til-
svarer masser plassert i verteksene og at punktet selve da er massesenteret (barysenteret).
Mye arbeid er gjordt angaende oppf@rsel og anvendelser av barysentriske koordinatene.
Blant andre Warren, i [162]] og senere publikasjoner.

Fgrst noen fakta om homogene barysentriske koordinater. Legg merke til at i motsetning
til barysentriske koordinater generelt er homogene barysentriske koordinater normaliserte
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(0,0,1)

(0,0,0

(1,0,0)

Figur 2.5: En parametrisk enhetskube beskrevet av koordinatene u, v og w. “Hoveddia-
gonalen" er markert med rgde linjer, og kan sees som en trekant i figuren.

og dermed unikeE] Vi tar utgangspunkt i trekanter. Vi starter med en flate Q C R?, med
et kartesisk koordinatsystem (u,v). Vi lar sa dette vere et enhetskvadrat. I figur har
vi utvidet enhetskvadratet til en enhetskube hvor vi har en koordinat w ortogonal til de
to andre koordinatene. Hvis vi skjerer denne kuben med et plan som gar gjennom de tre
hjgrnene der en av koordinatene er 1 og de andre to koordinatene er 0, far vi hoveddia-
gonalen. I figur 2.5 er hoveddiagonalen plottet som en trekant markert med rgde linjer.
Denne trekanten (As-simpleksen) er da et domene beskrevet i homogene barysentriske
koordinater. Merk at planet som trekanten ligger i har fglgende implisitte formel,

u+v+w=1.

Samtidig er det naturlig & begrenes domenet til & veere i trekanten i figur[2.5] som da betyr
fglgende begrensning pa parameterne,

u,v,w > 0.

navnet “barysenter” er latinsk for tyngdepunkt. Det refererer til at koordinatene til “masse-
senteret" som bestemmes via en konveks kombinasjon av punktene til et materialsystem
av punkt. Her fglger definisjonen av homogene barysentriske koordinater for punkt:

Definisjon 2.3. Det konvekse settet med punkt som danner hoveddiagonalen til en (n+1)-
dimensjonal enhetshyperkube er domenet til en n-dimensjonal simpleks betegnet A,. 1
homogene barysentriske koordinater er et punkt p € A, definert ved

n
p={ui}ly, hvor Z”i =1,
i=0
som oppfylle konveksitetsegenskapen nar

u; >0, i=0,1,2,....n.

3Merk likhetene mellom homogene barysentriske koordinater vs. homogene koordinater i det projektive
rommet. Punkt summerer til 1, vektorer til O vs. siste koordinat er 1 eller O i det projektive rommet.
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Figur 2.6: Vi ser et rektangel med hjgrnene pi, pa, p3 og ps. De to striplede linjene
(diagonalene) er ogsa plottet. Der disse to linjene skjeerer hverande forventer man de
samme koordinatene uansett hvilken linje vi fplger.

Et punkt p € A, (punkt i trekanten i figur 2.5) er definert som fglger;
p=(u,v,w), hvor u+v+w=1 ogu,vyw>0.

Vi utvider sa definisjonen av homogene barysentriske koordinater til & inkludere vektorer.
I figur setter vi inn et nytt plan, som er parallelt med “hoveddiagonal”-trekanten vi
laget tidligere, men som na gar gjennom origo. Dette nye planet kan betraktes som et
2D-vektorrom i barysentriske koordinater. Den implisitte formelen for dette planet er

u+v+w=0

Definisjonen av homogene barysentriske koordinater for vektorer er:

Definisjon 2.4. Vi betegner det n-dimensjonale vektorrommet som gdr igjennon origo og
er paralell med “hoveddiagonalen" til en (n+1)-dimensjonal enhetshyperkube for Y,. I
homogene barysentriske koordinater er en vektor d € Y, definert ved

n
d=p,—p ={ri}ly, Hhvor Zn =0 og pi1,p2E€E
i=0

For en trekant (2-dimensjonal simpleks) er en vektor d € Y, definert som fglger;

d=(r,s,t), hvor r+s+r=0.

Det kan vises at det bare er for simplekser at homogeme baysetriske koordinater er enty-
dige. For dimensjon 2 — flater kan dette vises enkelt. Vi tar utgangspunkt i et firkantet
konvekst polygon, for eksempel et rektangel. Vi lager sa fglgende formel

s(ur,up,uz,us) = uyp1 +uapr +usp3 +uaps, hvor wuy+ur+uz+us=1.

Vi lager sa kurvene som knytter de to motsatte hjgrnene sammen. Vi lager de med a sette
de to andre vektene til 0, dvs. ¢;(¢) = s(¢,0,1 —¢,0) og c»(r) = s(0,r,0,1 —r). Disse to
kurvene vil skjere hverandre ved en bestemt - og r-verdi. I figur [2.6] er dette illustrert.
Dette viser at to forskjellige sett med koordinater gir samme punkt.

Det finnes imidlertid “justeringer" som gir entydige koordinater for konvekse polygon og
ogsa 3-dimensjonale polytoper. Michael Floater et al. lanserte middelverdier med bary-
sentriske koordinater i 2D 1 [67] og [68], og 1 3D i [69].



Kapittel 3

Implementering av geometri 1 C++

Alle teorier og algoritmer beskrevet i denne boken er implementert og testet, og alle ta-
beller og figurer, bortsett fra figur[I.T)og figur[6.3] er laget ved hjelp av disse testprogram-
mene. Implementeringene er gjort i C++ og er i hovedsak basert pa et internt men apent
kildekodeprogrammeringsbibliotek kalt GMIib , https://source.coderefinery.org/gmlib.

Noen operasjoner er svert ressurskrevende og kan ta relativt lang tid pa en datamaskin.
Dette er operasjoner som andre har brukt mye tid pa & optimalisere. Dette gjelder for
eksempel matrise/vektoroperasjoner med store matriser. Her kan BLAS-kompatible pro-
grambibliotek hjelpe. BLAS er en forkortelse for Basic Linear Algebra Subprograms. 1
vedlegg er det en beskrivelse, samt en liste over BLAS-kompatible programbibliote-
ker. For a kunne bruke alle tilgjengelige ressurser pa datamaskinen er det ogsa en liste
over hjelpemidler for “Heterogen databehandling og parallellisering"i vedlegg

3.1 Matematiske rom for geometrisk programmering

En kombinasjon av affine og projective rom er mest praktisk a bruke i geometrisk pro-
grammering. Ved a bruke et euklidsk rom med en affine struktur er vi uavhengige av et
koordinatsystem. I et affint rom er origo bare ett punkt blant de andre, og det skiller seg
ikke ut fra de andre punktene pa noen som helst mate. I hvert punkt kan vi tilordne et vek-
torrom hvor punktet selv er origo. Dermed kan punkt med tilhgrende vektorrom flyttes,
roteres og skaleres med en homogen matrise. Dette leder til lokale koordinatsystem. I et
geometrisk system i R (og i datagrafikk) har vektorrommet som er knyttet til et punkt tre
ortogonale vektorer som til sammen danner et lokalt koordinatsystem lokalisert 1 punktet.

I det projektive rommet er det naturlig a bruke homogene koordinater. Det betyr & legge
til en ekstra koordinat, med verdien 1 for punkt og O for vektorer, se side[I9] Dette passer
ogsa for Affine-rom, og det finnes en enkel mapping mellom disse to rommene, 2.6)) og
I programmering gnsker vi noen ganger a bruke dataene direkte i eksterne rutiner
som for eksempel BLAS-kompatible funksjoner. Da kan vi som oftest ikke inkludere den
ekstra koordinaten. En lgsning er a skille punkt og vektorer med type istedenfor den ekstra
koordinaten, noe vi skal se nermere pa.
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p

Figur 3.1: En projeksjon av en vektor u pa en vektor v, begge starter i et felles punkt p.
Projeksjonen vises som en rgdstriplet vektor 1. Restvektoren er day =u—n.

3.2 Homogene koordinater og programmering

Punkt og vektorer er de grunnleggende objektene i affine rom og med det ogsa geometrisk
programmering.

For & skille de affine 2D/3DY/... vektorene fra std::vektoren som jo er en kontainer, kan vi
bruke stor forbokstav pa dem. Det er spesielt fordelaktig a bruke template-programmering,
fordi man kan bytte mellom enkel og dobbel presisjon, velge dimensjon og ogsa define-
re typer rekursivt. I template-programmering er det ogsa mulig a lage en egen versjon
for spesifikke template-parametere. For eksempel kan Vector(T,3) ha en vektorprodukt-
operator som produserer en vektor, mens Vector(T,2) kan ha den samme operatoren men
na som et kileprodukt som produserer en skalar med fortegn.

Vi kan lage fglgende definisjoner basert pa: template(typename T, int n), hvor T eksem-
pelvis kan vare double, float eller complex og n er dimensjonen,

Point(T,n) - for eksempel Point(double,3) - punkt i et 3D-affint rom, dobbel presisjon.
Vector(T,n) - for eksempel Vector(float,3) - vektor i et 3D-vektorrom, enkel presisjon.
Forholdet mellom Point og Vector ma vere sa konsistent som mulig, og de bgr vare tett

knyttet sammen, men ikke sa snevert definert at det skaper problemer. Disse to grunnleg-
gende typene kan eksempelvis sa utvides til:

Simplex(T,n,m) - Vector(Point(T,n),m). Legg merke til at Simplex(float,3,2) er et linje-
segment, Simplex(float,3,3) er en triangel og Simplex(float,3,4) er et tetraeder.
Matrix(T,n,m) - Vector(Vector(T,n),m). Dette er en n X m matrise. Hvis n = m da er

matrisen en kvadratisk matrise og kan veare ikke-singular og i safall kan en invers
matrise lages.

HMatrix(T,n) - Matrix(T,n+1,n+1) er en homogen matrise, se (2.8)
For den siste matrisen dvs. HMatrix(T,n) bgr det lages separat multipikasjonsoperatorer

for Point(T,n) og for Vector(T,n) som tar hensyn til den siste koordinaten som henholdvis
er 1 eller 0.

annen. I figur er dette visualisert. Det fglger at 1 = ->.v. Hvis v er en enhetsvektor

(vv)
(lengde 1), sa er formelen n = (u,v)v og |n| = (u,v). Dette kan brukes i dekomponering

av en vektor. I figur [3.1]er u dekomponert i to ortogonale komponenter med u = 1 + 7.

En mye brukt rasjon er indreprodukt. Et eksempel er projeksjon av en vektorer pa en
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S

Figur 3.2: Et lokalt koordinatsystem p med rgde koordinatakser. De bla aksene er det
globale koordinatsystemet. Punktet q er projisert ned pa de rogde vektorene, og de svarte
vektorene er dekomponeringen av q med hensyn til p og dens koordinatakser.

En homogen matrise kan ogsa representere et lokalt koordinatsysterrﬂ plassert i et punkt
p. Et koordinatsystem i R> er bestemt av tre koordinatvektorer, vanligvis betegnet som x-,
y- og z-akse, og de er som oftest ortogonale og da er indreproduktet mellom dem alle null.
De er alle enhetsvektorer i sitt koordinatsystem, men ikke ngdvendigvis 1 morsystemet.

En homogen matrise vises i (2.8) hvor den er koblet til affine avbildninger, men vi skal
her ogsa tolke den som et lokalt koordinatsystem, dvs.

Xx Yx <x Px
Xy Yy Zy Py

H:[XYZI)]: X; Y % Pz |

0 0 0 1

hvor x, y og z er koordinataksene og p er punktet som viser plasseringen av det lokale
koordinatsystemet. I Figur[3.2]er dette illustrert. Hvis q er et punkt i det lokale koordinat-
systemet, og vi multipliserer med H, da far vi

q=Hq=p+g:x+¢,y+gq: 1z,

hvor q er q i det globale koordinatsystemet (bl& aksene i figur [3.2). Den inverse av H, se

(2.9), er na Xy Xy X; —(X,p)

H! = Yx Yy Yz —(y,p)
ix Zy Zz _<Z,p>
0O 0 O 1

Hvis vi multipliserer q med denne matrisen far vi

ger) ot
_ gl 4__ Y.q y.p _ yY.q—p
a=H"q= wa)lep) |~ | e

I figur [3.2] vises en illustrasjon av et lokalt koordinatsystemet.

'T blending-splines bruker lokale koordinatsystemer for lokale kurver og flater, se kapitlene [8{og
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Figur 3.3: Et objekt med et lokalt koordinatsystem plassert i py 0og hvor den rgde x-aksen
peker mot punktet q. Objektet blir sa flyttet til py hvor fgrst x-aksen blir endret til d peke
mot punktet q og hvor y-aksen justeres til a veere normal pa x-aksen, se (3.1)), og z-aksen
Justeres til a veere normal pa de to andre aksene.

Homogene matriser kan brukes i displayhierarki, dvs. en scenegraf. I et slikt system er
scenen referansekoordinatsystemet for alle objekter 1 scenegrafen og kan brukes til simu-
leringer som involverer flere objekter. Derfor bgr objektene ha to homogene matriser, en
lokal og en for referansesystemet.

Det grafiske systemet kan kobles til virtuelle kameraer, som ogsa kan veare et objekt i
scenegrafen, for eksempel satt inn i en bil i bevegelse. I sa fall vil det endelige koordinat-
systemet vare det som er koblet til kameraet, og som skal brukes i det grafiske systemet.
Det betyr at matrisene til hvert objekt er den inverse referansematrisen til kameraets mul-
tiplisert med referansematrisene til objektene.

Neste tema er simuleringer, og vi skal se n@rmere pa to eksempler pa bruk av lokale
koordinatsystemer/homogene matriser 1 simuleringer.

Fgrst skal vi se pa hvordan vi kan lase retningen til en lokal akse mot et annet objekt.
Dette kan for eksempel brukes av et kamera. Siden hvert tids-steg i en simulering er smae,
antar vi at endringene ogsa er smae. Ved hvert steg starter vi med a finne avstandsvektoren
mellom punktene i de to lokale koordinatsystemene. Sa setter vi gnsket akse, for eksempel
x lik denne, og normaliserer den. Deretter korigerer vi y med

y =y — (¥, X)X, 3.1

og normaliser deretter y. Til slutt setter vi z= x A'y. Na er retningen last selv om begge
objektene beveger seg. Dette er illustrert i Figur[3.3]

Det andre eksemplet er ogsa nyttig for et kamera, men kan ogsa brukes av mange andre
typer objekt. Hvis du skal “rotere et objekt uten a gjgre det", kan du rotere kameraet rundt
objektet, eller rundt et punkt i rommet. Dette kan vi gjgre ved a lase kameraets retning
mot objektet/punktet, og ved hvert trinn flytte kameraet i planet som er ortogonalt pa
aksen som peker fremover, dvs. p = p+dy y +dz z. Her er x retningen mot objektet og y
og z spenner ut planet. Husk at x, y og z er de tre fgrste kolonnene i matrisen til kameraet.
dy og dz er skalarer avhengig av tidstrinnet df og hastigheten og retningen til musen 1
brukergrensesnittet. Etter at en lase- og flytteoperasjon er utfgrt, flytter vi posisjonen p
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i den homogene matrisen i retning mot lasepunktet slik at avstanden til objektet/punktet
opprettholdes.

3.3 Verktgy for interaktiv design

Noen geometriske objekt, og da spesielt kurver og flater, kan endre form. For a gjgre dette
interaktivt 1 grafikkmodus trenger vi noen verktgy. Disse geometriske objektene er enten
kontrollpunkt og/eller vektorer eller homogene matriser, som kan flyttes, roteres, skaleres
etc.. Vektorer kan for eksempel endres ved a flytte endepunktet.

Et verktgy for a flytte punkt i grafisk modus er en selector. Det er et objekt som har
en referanse til punktet som skal redigeres og som kan rapportere til det overordnede
objektet til punktet om a oppdatere seg selv. En selector kan velges og flyttes ved hjelp
av en musepeker. En selector kan typisk vises som en liten ball. Husk at flytting av et
objekt kan gjgres basert pa det lokale koordinatsystemet til kameraet og deretter endre
posisjonen til punktet ved a fglge translasjonsvektoren fgrst til referansepunktet (scenen)
og deretter ut til objektet.

Et annet verktgy er en plassholder. En kurve eller flate eller et annet geometrisk objekt
kan vises pa skjermen som en plassholder. Dette er da et objekt som bade skal kunne
flyttes, roteres og skaleres og som typisk vises som en kube pa skjermen. Flytting endrer
punktet p i matrisen til objektet mens rotasjon og skalering vil endre koordinataksene x,
y og z i matrisen til objektet. En plassholder brukes til & “redigere" blendingsplines, som

vil bli beskrevet i kapitelene 8 [12] [13] og

3.4 Implementering av kurver og flater

I avsnitt [2.3] om kompakte objekt kommer det frem at kurver og flater for datagrafikk
begr vere kompakte objekt, som enten inkluderer deres endepunkt/kanter eller er en sir-
kellignende kurve, sferelignende flate, en toruslignende flate, etc. Dette gjelder da ikke
enkeltlapper i et lappeteppe, men komplette kurver og flater. En dataskjerm er en matrise
av piksler, og for a plotte/vise en kurve kan vi beregne hver piksel for a se om det er et ob-
jekt der som vises som en kurve med en gitt farge. Dette gjelder typisk for “ray-traceing".
En annen metode som sa langt har vert mer vanlig er a dele en kurve i sma linjestykker og
deretter vise hvert linjestykke. Vi kaller prosessen med a dele for tessellering. For flater
er prosessen a dele opp flaten i sma trekanter. Vi kaller hjgrnene pa trekantene for vert-
ekser. For flater trenger vi i tillegg til posisjonen til verteksene ogsa overflatenormalene i
verteksene. Derfor ma alle kurver ha funksjoner for a beregne posisjon, og alle flater har
funksjoner for a beregne posisjon og flatenormaler i verteksene.

Det er mange mater a implementere en geometristruktur pa, enten abstrakt basert pa di-
mensjon, egenskaper og topologi, eller en enkel arvestruktur hvor man ogsa ma skille
mellom parametrisk og ikke-parametriske typer. Vi skal se pa en enkel arvestruktur for
parametriske kurver og flater. For kurver ma vi sgrge for at det finnes funksjoner som de-
finerer parameterdomenet, vi trenger en funksjon for a beregne posisjon og deriverte i en
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gitt parameterverdi, og vi ma vite om kurven er lukket eller apen. Alle disse funksjonene
kan defineres 1 en basisklasse hvor disse funksjonene er O-funksjoner, noe som betyr at
alle avledede klasser ma ha sine egne versjoner av disse funksjonene. For flater ma vi
ogsa sgrge for at det finnes to funksjoner som definerer parameterdomenet, vi trenger en
funksjon for a beregne posisjonen og de partiellderiverte for gitte parameterverdier, og vi
ma vite om flaten er lukket eller apen i de to retningene. Som for kurver, ma alle disse
funksjonene defineres 1 en basisklasse som en O-funksjon, noe som betyr at alle avledede
klasser ma ha sine egne versjoner av disse funksjonene selv. Baseklassene kan imidlertid
ta seg av tesselleringen og kontakten med grafikksystemet.

Merknad 3.1. En funksjon for a beregne posisjon og de (partiell)deriverte for gitte pa-
rameterverdier vil bli kalt en evaluator i resten av boken. Dette gjelder for kurver, flater,
volum og andre parametriserte objekt.
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Kapittel 4

Parametriske Kurver

Se for deg rommet av reelle tall R som en uendelig rett linje. For a lage en kurve trekker
vi ut et segment av denne uendelige rette linjen. Vi deformerer segmentet ved a strekke,
presse og/eller bgye den pa forskjellige mater. Vi putter det sa inn i et rom som for ek-
sempel kan vare et plan (euklidsk — R2) eller rommet (euklidsk — R?). Til slutt plasserer
vi resultatet 1 gnsket posisjon med gnsket orientering og skalering. Resultatet er en para-
metrisk kurve. Legg merk til at klipping og liming ikke er et alternativ her. I figur 4.1 er
dette konseptet forsgkt illustrert visuelt. Vi kategoriserer en kurve som et 1-dimensjonalt
objekt (én parameter). Hvis vi begrenser kurven slik at den ikke degenererer til et punkt
eller skjerer seg selv, kan en kurve kalles en 1-dimensjonal mangfoldighet (se [151,50]).

Det foregaende er et forsgk pa a beskrive konseptet - parametrisk kurve. Vi kan ogsa
forestille oss en parametrisk kurve som en bane til et objekt i bevegelse og hvor banen ogsa
inneholder en tidsangivelse for nar objektet er der. For a gjgre dette pa en mer matematisk
mate generaliserer vi fgrst resultatet til ikke bare & vare i R? eller R?, men mer generelt i
R”", n > 0. En mer formell definisjon er:

Definisjon 4.1. En parametrisert differensierbar kurve er en differensierbar avbildning
o : I — R" av et dpent intervall I = (a,b) av den reelle linjen R til R". (Merk at et
halvapent eller et lukket intervall bare er en avgrensning av et apent intervall.)

Figur 4.1: Pd venstre side er en del av de reelle tallene illustrert som en stiplet linje,
det halvapne intervallet I = (0,27] er markert som et heltrukket linjestykke. I midten av
figuren er intervallet bgyd og til slutt, til hpyre, er den lukket til en sirkel. Hvis sirkelen
er en enhetssirkel med radius r = 1, som i formel ({.1)), sa er lengden pa intervallet og
kurven den samme, der er ingen strekking, mens formel strekker til dobbel lengde.
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Figur 4.2: Et plott av en “sommerfuglkurve" laget etter formel .

Det fgrste eksemplet vi skal se pa er en sirkel i planet, hvor parameterintervallet / = (0, 27]
er halvapen. I formelen gar derfor 7 fra O (ikke inkludert) til 27 (inkludert). En gitt z-verdi
resulterer i en vektor med en x og en y komponent, dvs. en vektor i det euklidske rommet
R?. Derfor kaller vi funksjonen under for en vektorfunksjon med to komponenter,

alt) = Ggg) - ( ;Orf’; ) 0<r<2m. 4.1)

Sentrum av sirkelen definert i (4.1) er i origo og radius er 1. Hvis vi gnsker a endre radius
av sirkelen til r = 2, og flytte sentrum til en annen posisjon, for eksempel til et punkt med
koordinatene x = 1, y = 2 far vi;

_ cost 1\ [ 2cost+1
a(t)_z(sint)+(2>_(25int—|—2>’ 0<t<2m. 4.2)

Et mer sofistikert kurveeksempel er en “sommerfuglkurve", laget av Temple H. Fay i 1989
og publisert i [[66]. Kurven kan sees i figur[4.2] og formelen er som fglger:

OC(Z‘) _ ( (ecost _2008(41‘) —sin® (It_z)) sint

0<t<24rm. 4.3

(%" —2cos(4t) —sin’ (1) ) cost ) ) USIZoam (4.3)
Denne kurven, figur 4.2} er 12 etterfglgende sirkler som er deformert av syklisk endring
(og kollaps) av radius som det fremkommer av formelen i (4.3). Parametriske kurver kan
lages av alle typer funksjoner, trigonometriske-, logaritmiske-, eksponentialfunksjoner og
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ou(t)

Figur 4.3: Et plott av den polynombaserte kurven fra formel . Den 1.-deriverte dvs.

tangentvektoren of (%) er ogsa plottet.

selvfglgelig polynomer som er blant de mest populare valgene. Det neste eksemplet er
derfor en 2D-vektoriell parametrisk kurve som er basert pa polynomer:

2 3
alf) = ( _§;+gizt2§3 ) 0<r<l. (4.4)
Denne kurven (4.4)) er plottet 1 ﬁgur Av formelen ser vi at kurven ligger i R? og starter
i origo. Merk at for en gitt 7-verdi er o (r) = (x(¢),y(¢)) et punkt pa kurven. Variabelen ¢
kalles parameteren til kurven og parameterintervallet / = [0, 1] kalles domenet til kurven.
Bildet or(7) C R? kalles sporet til ct. Og ordet differensierbar betyr at deriverte av x(t) og
y() kan beregnes overalt pa kurven, dvs. pa hele domenet.

Vektor rom (Lineaert rom)

I kapittel omtalte vi vektorrom med utgangspunkt 1 Euklidske rom. Disse er
geometrisk inspirert og vi forestiller oss vektorene som piler med utgangspunkt 1 ori-
go. Vektorrom kan imidlertid generaliseres, og objektene trenger ikke vare klassiske
vektorer. Kravet er at de oppf@rer seg pa samme mate og at de kan:
e Adderes, hvor «addering» er definert av et sett av aksiomer;
kommutativitet u+v=v-+u
assosiativite u+ (v+w) = (u+v)+w
nullelement O slik at u+0 =u
invers (—u)slik atu+(—u)=0
e Skalarmultipliseres, hvor «skalarmultiplikasjon» er definert av aksiomene;
distributivitet o(u+v) = au+av
multiplikasjon (o + fB)u = au+Bv
enhetselement 1 slik at 1u = u
Husk at resultatet av begge operasjonene alltid skal vare inneholdt i vektorrommet.

Vektorrom kan utvides til indreproduktrom med a legge til operasjonen indreprodukt,
en avbildning (u,v) : V xV — R med fglgende egenskaper; (u,v) = (v,u), (au,v) =
o(u, vy, (u+w,v) = (u,v) + (w,v) og (u,u)y > 0 for alle u # 0.

Senere skal vi se at “funksjonsrom" er vektorrom og indreproduktrom.




34 KAPITTEL 4. PARAMETRISKE KURVER

p—

0 0.25 0.5 0.75
Figur 4.4: Figuren viser hastigheten s(t) = |o/'(t)| til kurven fra formel (.)

4.1 Derivasjon

En parametrisk kurve o () kan betraktes som banen til et objekt som beveger seg med
tiden 7. Den 1.-deriverte kan derfor naturlig kobles til hastighet.

- Vi angir den 1.—derivert som, 4%(z) eller som o/ (t) = (x'(t),y(1)).
- a/(r) kalles tangentvektoren eller hastighetsvektoren til kurven i punktet o(z).

- Lengden pa tangent/hastighetsvektoren |/ (¢)| kalles hastigheten i punktet (r).

I ﬁgur er tangentvektoren i punktet a( ) plottet. Vi kan tydelig se at den er tangentiell
til kurven. Siden parameterdomenet er 1, dvs fra O til 1, vil gjennomsnittslengden av tan-
genten/hastighetsvektoren vare lik kurvelengden, jmf. fotnoten nedenfor. Som eksempel
bruker vi o/(t) definert i (4.4). Hastigheten til kurven s(z) = |/ (¢)], ¢ € [0, 1] er plottet i
figur 4.4} Vi kan beregne kurvelengden fra “gjennomsnittshastigheten” ganger tiden som
er brukt. I figur 4.4|er dette det samme som arealet under funksjonen s(¢) over domenet.
Generelt far vi fglgende integral for & beregne kurvelengden over intervallet I = [a, b]:

(o) = / 1) dt = /|a )| di = /\/—dt 4.5)

Hvis vi bruker kurven definert i (4.4)) far vi hastighetsfunksjonen

2_
s(1) = \/(18t2—18t+6, —18t2+18f—3)( 1_81tSz2i81t;E3 )

— 3/ 72t — 1443 + 10812 — 361 + 5.

Og kurve/buelengden blir da

I(0t)o,1 = /3\/72r4 — 14413 + 1082 — 36t + 5 dt ~ 3,28.

T avsnittblir differensialoperatoren d introdusert. Dette er en generalisering av derivering til ogsa
a inkludere multivariable funksjoner. Med en slik generell beskrivelse, kan den 1.-deriverte av en kurve c(7)
uttrykkes med d(c),(1), som betyr at vi i et punkt ¢(r) har en vektor som beskriver hvor vi vil vare etter 1
“tidsenhet" hvis vi beveger oss uten a endre retning og hastighet.



4.1. DERIVASJON 35

4.1.1 Regulzere kurver - buelengdeparametrisering

En reguler kurve er en kurve, a(t), t € I, der tangent/hastighetsvektoren ikke kollapser,
dvs. s(t) = |a/(¢)] > Oforallez € 1.

For a studere noen viktige egenskaper skal vi se n@rmere pa en spesiell type kurver,
nemlig kurver som er buelengdeparametrisert.

Definisjon 4.2. En parametrisert kurve §(t) kalles en buelengdeparametrisert kurve hvis

I’ =1, dvs. hastigheten er I over hele kurven.

Det fglger at,

v (£".8") =0, den 2.-deriverte er alltid ortogonal til den 1.-deriverte fordi det bare er
retningen til den 1.-deriverte som endres, ikke lengden (hastigheten).

v k=|{"], Vi benevner krumningen for k. Krumningen til en kurve er definert til & veere
lengden av den 2.-deriverte til en buelengdeparametrisert kurve.

For buelengdeparametriserte kurver i R? har vi ogsa fglgende egenskaper,

v’ Frenet-frame (ogsa kalt TNB-frame) er en ramme (matrise), dvs. tre enhetsvektorer, T,
N, og B som er ortogonale til hverandre i et hgyrehdndssystem. T = ¢/, N = 1¢”
og B=T AN. Eksistensen av en TNB-frame i et punkt krever at k¥ # 0.

v’ 7 er torsjonen til en kurve. Den méler rotasjonshastigheten til den binormale vektoren
N ved det gitte punktet, og er gitt av 7 = —(N,B’).

4.1.2 Reparametrisering

Reparametrisering har ingen effekt pa formen til en kurve (kurvebanen). Den endrer has-
tighet og parameterintervall (domenet) til en kurve, men den pavirker ikke de egenskapene
til en kurve som vi kaller iboende egenskaper, dvs. form, kurvelengde, krumning, torsjon
osv. Vi skal nd se n@rmere pa reparametrisering

Gitt en kurve ¢(7), t € I C R. En kurve
p(1) = c(0(1)) = con()
er en reparametrisering av ¢(z) hvis

- o(r) er differensierbar for ¢ € I,
- og det finnes en invers @~ som ogsa er differensierbar for r € I.

Det fglger at () ma vere en strengt monoton funksjon.

Den 1.-deriverte til kurven p(¢) er tangenten/hastighetsvektoren til kurven, og lengden til
denne vektoren pavirkes direkte av en reparametrisering. Den 1.-deriverte er

p'(t) = &' (1) cw(2).
Det fglger da at hastigheten er
s(t) = |@'(t)c o w(t)| =0 (1)] "o 0(1)]. (4.6)
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4.1.3 Krumning

Vi kaller den 2.-deriverte til en kurve c(t) for ¢”’(¢). Den 2.-deriverte beskriver den lineare
endringen av den 1.-deriverte. Den 2.-deriverte kan dekomponeres til to vektorer som er
ortogonale til hverandre, endring av hastigheten og endring av retningen.

Det er apenbart at en retningsendring pavirkes av hastigheten. Alle som har kjgrt en bil
har opplevd dette fysisk. Krumning er imidlertid en iboende egenskap som er uavhengig
av parametrisering og hastighet. For a finne krumningen ma vi derfor reparametrisere en
kurve slik at hastigheten alltid er 1, det vi kaller buelengdeparametrisering. S&, gitt en
kurve

§(t) =com(r).
Det fglger av at { (1) er buelengdeparametrisert hvis @’ (1) = -

']

For a forenkle lar vi vere a bruke parameternotasjonen i uttrykkene i det fglgende. Vi
bruker sa kjerneregelen og produktregelen for derivering og far

C/ — w/ C/
0g
C” _ w//C/ + ((!)/)2C”.
For & beregne krumningen og for & unngd & matte beregne @” bruker vi vektorproduktet
for & finne |£”|. Dette kan vi gjgre fordi vektorproduktet av to parallelle vektorer er 0.
Videre vet vi at krumningen, k, er lik lengden av den 2.-deriverte ||, og at £ st normalt

pa den 1.-deriverte {’, og at |{’| = 1. Denne kunnskapen bruker vi sé i beregningen. For
enkelhets skyld ser vi fgrst pa kurver i R3. Vi far dermed,

k=" =1[¢'AE"
=|0"[|g' Ac|+ | P|E A" (4.7)
=0+l A,

som gir

Krumning til kurver i R? og R?

A
]

c— R, (4.8)

der A angir 3D-vektorproduktet (kryssproduktet).
I R? kan vi bruke samme formel, men her bruker vi kileproduktet som gir en skalar,
a/\b = ayb, — ayby. Dette gir oss ogsa fortegn pa krumninger,

som gir en positiv verdi pa krumning til venstre og negativ verdi pa krumning til
hgyre.
Koblet til krumning er krumningsradiusen som er: r = %
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4.2 Funksjonsrom og basisfunksjoner

Formel (4.4) til kurven i figur 4.3|kan omskrives pa fglgende mate

o 6t=9+6rP\ [ 6 -9\ » 6\ 3
a(t)—(_3t+9t2_6t3)—(_3>t+( 9)t+ ¢ P 0<i<1 @)

Formelen er na pa den generelle formen
at)=agl+ajt+ayt*+a3r’, 0<tr<1, (4.10)

hvor ap = (0,0), a1 = (6,-3), a =(-9,9) og a3 = (6,—06) er koeffisienter, og poly-
nomene pa monomial form er basisfunksjoner, dvs. en potensbasis {t’}?:().

Parametriske polynombaserte kurver

Generelt vil en parametrisk polynombasert kurve av grad d med potensbasis vere pa
felgende form

d .
a(t)=Y at', telCR (4.11)
i=0

hvor a;, i=0,1,...,d er elementer i rommet der kurven er lagt inn i.

Potensfunksjonene 1 kan betraktes som basisfunksjoner til et funksjonsrom og er
pa mange mater lik basisvektorer i et vektorrom, blant annet er de er lineart uavhengige
fordi vi ikke kan fa en av funksjonene fra en lineer kombinasjon av de andre. Vi kan
dermed behandle settet med alle polynombaserte funksjoner med grad opptil d som et
vektorrom hvor 1,7,72,...,t% er basisvektorer, som Vi ser i . Dette fgrer til et mere
generelt uttrykk for kurveformler;

Parametriske kurver generelt
k
a(t)=) ¢ bi(r), telCR (4.12)
i=1

hvor ¢;, i =1,...,k er vektorer/punkt i rommet der kurven er plasert, og b;(t), i =
1,....k er et sett med lineart uavhengige funksjoner som spenner ut et gitt endelig-
dimensjonalt funksjonsrom.

Merk at dette er endeligdimensjonale vektorrom, og kurvene har derfor store begrensnin-
ger 1 formings-mulighetene. For polynomer vil ikke en andregradskurve ha vendepunkt,
en tredjegradskurve har bare ett vendepunkt og sa videre. Tenk deg sa at du tegner en kurve
pa frihand. For a finne en formel som eksakt gjengir denne kurven vil det kreve et po-
lynom av grad « og dermed et uendelig-dimensjonalt vektorrom. Uendelig-dimensjonale
vektorrom kan vere nyttige teoretisk, men de er absolutt ikke mulige & implementere for
kurver og flater i applikasjoner pa en datamaskin. Det vi kan gjgre er a finne en kurve av
endelig dimensjon som ligner mest mulig pa det vi gnsker, dvs. & approksimere.
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Funksjonsrom

er et veldig nyttig konsept for nar vi skal konstruere og analysere kurver for geomet-
risk modellering og design (husk at et funksjonsrom er et vektorrom).

Definisjon 4.3. Et Funksjonsrom er et sett funksjoner som avbilder en mengde X til
en mengde Y. Det er et topologisk vektorrom hvor “vektorene" er funksjoner.

Et typisk eksempel er settet av alle polynomer av grad 3, som avbilder intervallet
I=10,1] il R", n > 0 men endelig. Vi kaller dette funksjonsrommet for.%?;(I)

I de folgende seksjonene vil vi vise at for polynom er det mange sett med basisfunk-
sjoner som spenner ut et gitt funksjonsrom, og som vi dermed kan velge mellom, alle
med spesielle og nyttige egenskaper.

Uendelig-dimensjonale funksjonsrom er imidlertid nyttige teoretisk.

Definisjon 4.4. Et uendelig-dimensjonale funksjonsrom er . (I), dvs. settet av alle
reelle kontinuerlige funksjoner definert pa et gitt intervall I, og hvor % () (I) er settet
av alle funksjoner € F (I) med n kontinuerlige deriverte.

Eksempel p4 et uendelig dimensjonalt funksjonsrom er Hilbert-rommet L2, settet med
alle funksjoner f : R — R slik at integralet til | f(x)|> over hele den reelle linjen er
endelig. I dette tilfellet er indreproduktet

(r.0)= [ fx)god

4.3 Hermitekurver

Vi skal her bruke eksemplet som fgrst er formulert i (4.4)) og dernest omformulert i (4.9).

Oc(t):(_§>t—|—( _g)t2+< _g)ﬁ 0<r<I.

Den 1.-deriverte er

(X'(t):(_g>+2( _g)t—l—fi( _2)#, 0<r<I.

Vi beregner sa begge uttrykkene ved startparameterverdien ¢ = 0 og sluttparameterverdien

o a(o):<_§)0+(—3>02+(_2)03:<8>’

() £)-(2) s
co-( 52 2o )o-(5)
o-($) (o £)e-(5)
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Figur 4.5: Et plott av kurven fra formel , men her sammen med de fire hermitekoef-
fisientene, start og sluttpunktet og deres respektive 1.-deriverte.

Verdiene fra ser vi i figur[4.5] der vi ser et nytt plott av o(¢) som tidligere var plottet
i figur 4.3] N& er imidlertid start- og sluttpunktet pa kurven, ot(0) og ot(1) markert med
sirkler, og de respektive tangent-/hastighetsvektorene ved starten og slutten av kurven,
a/'(0) og o'(1) er plottet som stiplede piler.

Vi gar na tilbake og ser pa det generelle uttrykket for polynombaserte kurver av grad 3,
dvs. formelen i (4.10) i seksjonen4.2] og dens 1.-deriverte,

at) =ag+ajt+ayt> +a3t3,
a'(t) = a; +2a t +3a3 12 (4.14)
Fra formel (4.14) kan vi beregne startpunktet, ¢(0), endepunktet, (1), samt den 1.deri-
verte (tangens/hastighetsvektoren) ved startpunktet, @’(0), og den 1.-deriverte ved ende-
punktet, o’(1);

OC(O) =ay,
o(l) =ag+ay+ax+as,
OC/(O) =ai,

(X/(l) =a;+2a>+3as.

Vi omformulerer sa uttrykket til matriseform og far

o(0) 1 00O aop
ofl) | [ 1 1 11 ap
@0 |“lo100]|]| a (4.15)
o'(1) 0123 as
Vi snur sa formuleringen i (4.15)) og inverterer matrisen og far
agp 1 0 0 O o(0)
ap | {0 0 1 0 o(1)
w |71 =3 3 2 <1 || @) | (4.16)
as 2 -2 1 1 o' (1)
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Vi omformulerer sa (4.14), dvs. kurven (r) til vektornotasjon og indreprodukt,

ao
aj
az
as

a(t)= (1,1, 1%, 1)

Det neste steget er a erstatte koeffisientene a;, i = 0,1,2,3 pa hgyre side i formelen
ovenfor med uttrykket pa hgyre side i (4.16),

1 0 0 O o(0)
O o0 1 O o(l)
_ 2 3
a(t)=(1,1,17, 1) 3 3 3 _1 o (0) 4.17)
2 =2 1 1 a'(1)
Til slutt multipliserer vi potensbasisen med matrisen og far,

(0)
2 | 53 2 53 2,3 2, 3y | al)
o(t) = (1-3r"+2, 37 =20, 1=2°+1, —1°+1) o (0)
o'(1)

I vektoren pa venstre side har vi na fatt et nytt sett med basisfunksjoner for en 3.-grads
polynombasert kurve, som er:

Hermitekurver, 3.-grad
er polynom-baserte kurver pa fglgende form:
a(t) = a(0) Hy(t)+a(l) Hy(t) +a'(0) Hz(t) + o' (1) Hy(t), t€[0,1], (4.18)

hvor koeffisientene er startverdien ¢¢(0) og sluttverdien ¢ (1), og den 1.-deriverte ved
start &’(0) og slutt a’(1). De fire 3.-grads hermitebasisfunksjonene er:

Hi(t)=1-32423 = 2t+1)(1—1),
_ 3253 — (3272
H>(t) =3t 22; 3 (3 2t)2t, (4.19)
Hs(t) =1t —2t"+t =t(t—1)°,
Hy(t) = 12+ 13 =12(t—1)

Det faktum at matrisen i (4.15) er invertert i (4.16) og dermed er inverterbar, beviser at
settet med hermitebasisfunksjoner er line®rt uavhengige og dermed kan vare et basissett
for 3.-grads polynomkurver. De fire hermitebasisfunksjonene er plottet i figur [4.6]

Det spesielle med hermitekurver er at de fire koeffisientene er startpunktet og dens relater-
te hastighetsvektor (fgrste deriverte) og endepunktet med dens hastighetsvektor. Dette er
svert praktisk a bruke for a lage en kurve. Dette forklarer ogsa navnetE]; hermiteinterpola-
sjon er a interpolere et punkt og deriverte i samme punktet. Dette kalles ogsa oskulatorisk
interpolasjon (oskulatorisk betyr kyssing pa latin).

ZHermitekurver og hermiteinterpolasjon er oppkalt etter Charles Hermite (1822 — 1901), en fransk ma-
tematiker som forsket pa tallteori, kvadratiske former, invariant teori, ortogonale polynomer, abelske og
elliptiske funksjoner, og algebra.
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H,(1) H(1)

=
o
T

Hi(1)

Figur 4.6: Et plott av de fire hermitebasisfunksjonene formulert i . Funksjonene
knyttet til vektorene er rgde. Man kan tydelig se antisymmetrien mellom funksjonene.

En viktig egenskapen for 3.-grads basisfunksjoner, H3(¢) = [H(t), H2(t), H3(t), Ha(1)],
er

H3(O) :[1, 0, 0, 0],
Hs(1) =[0, 1, 0, 0],
H,(0) =0, 0, 1, 0], (4.20)
H;(1) =0, 0, 0, 1].

Legg merke til at H;(t) + Hy(t) = 1. Dette kalles a oppfylle egenskapen partisjonering
av enheten. Disse to basisfunksjonene, H;(¢) og H(t), blender punktene. De to andre
basisfunksjonene Hi(t) og Hy(t) blender vektorer, og summerer derfor ikke opp til 1.
Grunnen til at dette er viktig ble forklart i seksjonen om affine rom pa side Bruken
av potensbasiser kalles noen ganger algebraisk form mens bruk av hermitebasiser kalles
geometrisk form.

Hermiteinterpolasjon kan ogsa utfgres med polynomer av hgyere grad. Vi skal derfor se
pa formelen for polynombaserte kurver av grad 5 som bruker bade 1.- og 2.-deriverte,

alt) =ap+ajt+ayt> a3t +agt* +as
o' (t) = ay +2a;y t +3az t* +4day t* + Sas t*. (4.21)
a(t) = 2ay +6a3 t +Tay t*> +20as 1.

Vi starter med utgangspunktet i (4.21)) & beregne verdien i startpunktet c¢(0) og endepunk-
tet oc(1), samt 1.-deriverte (tangentvektor) i startpunktet ¢’(0) og i endepunktet o’ (1) og
2.-deriverte i startpunktet &’ (0) og i endepunktet o’ (1):

a(0

) =
o(l) —ao+al+a2+a3+a4+a5

0) =

1) a1—|—2a2—|—3a3+4a4+5a5
"(0) =2a,

"(1) = 2ap + 6a3 + Tag +20as.

i
(

(04
a
(04
(04



42 KAPITTEL 4. PARAMETRISKE KURVER

Vi reorganiserer formuleringene pa matriseform og far

o(0) 1 000 O O ao
o(1) 1111 1 1 ai
a'(0) 01 00 O O a
a'(1) 101 23 4 5 as
o”(0) 0020 0 O as
o’ (1) 10 0 2 6 12 20 | as
Vi snur uttrykket i (4.22]) og inverterer matrisen og far

a 1 0 0O 0 0 0 7

ap 0 0 1 0 0 O

a | | 0 0 o0 0 1 0

a3 | | —-10 10 —6 —4 —?3 :

as 15 -15 8 7 5 -1

as . 6 6 -3 -3 5 1

Vi omskriver (4.21)), o() til vektorer og et indreprodukt, dvs

a
o) = (1, t, 12, 13, 1t t5> 2

(4.22)
a(0)
o(1)
o'(0)
a'(1) (4.23)
a//(o)
(X”(l)

Det neste trinnet er a erstatte koeffisientvektoren a;, i =0,1,2,3,4,5 pa hgyre side i

formuleringen ovenfor med uttrykket pa hgyre side av (4.23)),

1 0 0 0 0 0
0O 0 1 0 0 0
0 o o o L1 o
o 2 3 4 .5 2
“(’)_(1’t’t’t’t’t) 10 10 —6 —4?3 !
15 —15 8 7 3 -1
—1 1
| 6 6 -3 -3 3t |

Til slutt multipliserer vi vektoren med potensbasisene pa venstre side med matrisen, og
vi far det nye settet med hermitebasisfunksjoner til en 5.-grads polynombasert kurve. De

seks basisfunksjonene er plottet i figur[4.7] Oppsumert far vi:
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Figur 4.7: Et plott av de seks 5.-grads hermitebasisfunksjonene definert i . Funk-
sjonene til de 2.-deriverte er plottet separat pa hgyre side siden verdiene er sa sma at vi
knapt ser dem sammen med de andre basisfunksjonene i plottet pa venstre side.

o=
o=

Hermitekurver, S.-grad
er polynombaserte kurver pa fglgende form:
a(t) = a(0) Hy (1) + (1) Ha(t (¢ )+ o' (0) Hs(1)+
o/ (1) Ha(t) + " (0) Hs() + " (1) H(r), 1€ [0,1],

hvor koeffisientene er verdien ved starten ¢ (0) og slutten a(1), den 1.-deriverte ved
start ’(0) og slutt &’(1), og den 2.-deriverte ved start & (0) og slutt &’ (1). De seks
5.-grads hermitebasisfunksjonene er

(4.25)

ﬁl(t):1—10t3+15t4—6t5 = (6> +3r+1) (1—1)°
Hy(t) = 1063 — 15t* + 61° = (62— 15t +10) £
Hy(t)=t—6834+8*=35 =Br+1)(1—1)°t

77 3 4 5 3 (4.26)
Hy(t) = —4° +7t* =3t =3t—4)(1—1)t
gs(t):%tz—%t3+%t4—%t5 :%(1—t)2t2

o(t) = 382 — 14+ 315 =1(1-rs

4.4 Bézierkurver

I figur 4.5]er kurven fra (4.4)) plottet sammen som de fire hermitekoeffisientene, to punkt
og to vektorer, som alle er merket. Vi skal na erstatte de to vektorene med to punkt slik
at vi kun har punkt som koeffisienter. Merk at dimensjonen til funksjonsrommet i det-
te eksempelet er 4, og at vi derfor vil ende opp med 4 punkt som koeffisienter. Dette
gjor at punktene kan kobles sammen med 3 linjestykker (se figur [4.8). Lengden pa den
1.-deriverte vektoren er hastigheten, og siden parameteromradet er 1, er hastigheten (leng-
den til den 1.-deriverte) og kurvelengden i1 gjennomsnitt like stor. Vi bruker derfor % av
lengden til vektorene for a finne punktene. Vi navngir punktene for p; og far da
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Py

Figur 4.8: Et plott av kurven som fgrst ble formulert . kontrollpolygonet til bézier-
kurven inkludert de fire kontrollpunktene (koeffisientene) er ogsa plottet.

po = a(0),
p1=0a(0)+ %a’(o),
p2=a(l)—5a/(1),
p3 = (X(l).

Vi omskriver dette til en matrise/vektor-form,

o 100 0 a(0)
pi 104 0 o(l)
= 4.2
12 010 —3 a'(0) |’ (4.27)
p3 010 0 a'(1)
0g V1 snur og inverterer,
a(0) 1 0 0 07 / po
a(l) | | 0o 0 0 1 i
0 |71 =33 0 0| m | (4.28)
o'(1) 0 0 -3 3 p3
Fra formelen i har vi
1 0 0 0 a(0)
0o 0 1 0 a(l)
— 2 3
=060 3oy || o)
2 -2 1 1 o/(1)
Ved a erstatte hermitekoeffisienten med hgyre side av (4.28)) far vi
I 0 0 O 1 0 0 O Do
0 0 1 o0 0 0 0 1
_ 2 .3 Pi
o)=L ) 5 5 5 i 33 0 0]l m
2 2 1 1 0 0 -3 3 D3
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Figur 4.9: Et plott av de fire 3. grads bernsteinpolynomer som er gitt i formelen (@)
og som brukes til a generere 3.-grads bézierkurver som er definert i @)

Til slutt multipliserer vi potensbasisen med de to matrisene, og far da,

pPo

= p
()= (1= 3r(1=r%, 32(=0), F)|

P3

Vi har na et nytt sett med basisfunksjoner for kurven der vi fgrst hadde en vanlig potens-
basis (4.10) og deretter hermitebasis, (4.18]). Dette nye settet gir:

Bézierkurver av grad 3

er entydig definert av et sett med fire ordnede punkt som danner et kontrollpolygon
(plottet som stiplede linjer i eksemplet i1 figur . Parameterdomenet er [0,1] og
formelen er:

3
o(t) = po bo3(t)+ p1 b13(t) + p2 ba3(t) + p3 baz(t) = Y pi biz(t), t€[0,1],
i=0

(4.29)
der de 4 bézier-basisfunksjonene er settet med 3.-grads bernsteinpolynomer
b();j(l‘) = (1 —l‘)3 )
bi3(t) =3t(1—1)
bas(t) = 32(1—1) (339
b373 (l‘) = l‘3.

Det faktum at matrisen i (4.27)) er invertert i beviser at settet med 3.-grads bézier-
basisfunksjoner (dvs. bernsteinpolynomene) er line@rt uavhengige og dermed danner en
basis for 3.-grads polynomkurver. Disse fire basisfunksjonene (bernsteinpolynomene) er
plottet i figur[4.9] og summen av dem er faktisk 1 over hele domenet [0, 1].
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Figur 4.10: Et plott av fire bézierkurver av grad 1, 2, 3 og 4. Ogsa kontrollpunktene
(merket som sirkler) og kontrollpolygonene (striplete linjer) er plottet. Fgrstegradskurven
og dens kontrollpolygon sammenfaller.

Settet med basisfunksjoner for 3.-grads bézierkurver kalles bernsteinpolynomer av grad
3. Det finnes ett sett med bernsteinpolynomer for hver grad. I den neste seksjonen skal
vi se nermere pa bernsteinpolynomene, egenskaper og hvordan de kan genereres. Hvert
sett oppfyller imidlertid kravet om a vere et sett med basisfunksjoner for deres respektive
grad av polynomfunksjoner pa domenet [0, 1]. Bézierkurver bruker derfor et sett med
bernsteinpolynomer som deres blendingsfunksjoner. Det fglger da at det er bézierkurver
for alle polynomgrader d og at de er entydig definert av et ordnet sett med d + 1-punkt.

Bézierkurver av grad d

er entydig definert av d 4 1 kontrollpunkt som beskriver et kontrollpolygon. Det ge-
nerelle uttrykket for en bézierkurve med parameterdomene [0, 1] og grad d er:

d
a(t) =Y pibia(t), t€0,1], (4.31)
i=0

hvor koeffisientene p;, i =0,1,...,d er d 4+ 1-punkt som definerer kontrollpolygonet
til bézierkurven. Settet med de d 4 1 basisfunksjonene b; 4(¢), i =0, ..,d er Bernstein-

polynomene:

bia(t) = ( Cl.l )z"(l—z)d—i, i=0,1,...,d. (4.32)

Bézierkurver starter 1 det fgrste kontrollpunktet og slutter i det siste kontrollpunk-
tet. Tangenten til kurven er lik retningen til kontrollpolygonet 1 start- og sluttpunk-
tet. Kontrollpolygonet modellerer kurven pa en slik mate at variasjonen av kurven er
mindre enn variasjonen til kontrollpolygonen (kalt den variasjonsforminskende egen-

skapen, se punkt 6 pa side [85). Eksempler kan sees i figurene §4.8| og

Bézierkurvelﬂ har lenge vert et av de mest popul@re kurveformatene. De er entydig de-

3Bézierkurver er oppkalt etter Pierre Bézier (1910 — 1999). Han jobbet for Renault fra 1933 — 1975,
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finert av et ordnet sett med kontrollpunkt som ogsa danner et kontrollpolygon. Som vi
kan se i figur 4.10] modellerer kontrollpolygonet kurven. I figuren er det en 1.-grads, en
2.-grads, en 3.-grads og en 4.-grads bézierkurve som alle er plottet sammen med sine re-
spektive kontrollpolygon. 1.-grads-kurven er helt ssmmenfallende med sitt kontrollpoly-
gon. Senere skal vi se at bézierkurver et spesialtilfeller av B-splinekurver. Flere algoritmer
for beregning av bézierkurver vil derfor bli vist senere.

4.4.1 Bernsteinpolynomer

Bernsteinpolynomene er basisfunksjonene for bézierkurver pa domenet [0, 1]. Navnet
bernsteinpolynomer ble fgrst brukt pa selve funksjonen der disse polynomene var ba-
sisfunksjonerEII dag er det imidlertid vanlig a kalle settet med basisfunksjoner for bern-
steinpolynomer. Den generelle formelen for et sett med bernsteinpolynom med grad d er

gitt i #.32), og er:
d i d—i .
biat)y=1|" )t (1—-0)*" i=0,1,2,....d,

l

og hvor parameterdomet er [0, 1]. For hver grad d har vi alsa et sett med d + 1 funksjoner.
Nedenfor ser vi formelen for de 6 fgrste settene med bernsteinpolynomer, dvs. for d =
0,1,2,3,4,5, ett sett pa hver rad under:

11—t ¢
(1-0)?% 2t(1—1) 2
(1—1)3  3t(1-1)?* 3*(1—1) 1
(1-0)* 41—t 6r*(1—1) 43(1—1) ¢
(1-1)°  St(1—=0)*  1022(1—1)  103(1—1)?*  5t*(1—1) 8

(4.33)

og hvor notasjonen er som fglgende:
boo(t)
bo,1(t) by (t)
bop(t)  bia(t)  baa(t)
bo3(1) b1 5(1) by3(1) b33(t)

og sa videre

I figur @.T1] er de seks settene med bernsteinpolynomer av grad 1 til 6 plottet. Dette er
funksjonene vi finner i de pafglgende radene i[4.33]

hvor han utviklet sitt UNISURF DAK-DAP-system. Han publiserte og patenterte resultatene i 1962, selv
om Paul de Castejau (1930 -) allerede i 1959 hadde laget en algoritme for & beregne bézierkurver, men kun
publisert dette i en intern Citroén-rapport.

“Polynomet oppstod som et resultat av arbeidet til Sergei Natanovich Bernstein, en ukrainsk matematiker
(1880-1968). Bernstein introduserte polynomene i 1911 (publisert i [10]), og brukte dem i et bevis pa Stone-
Weierstrass aproksimasjonsteorem. For & gjgre en grudigere studie av disse polynomene, se side 183-186 i
[O1]] eller side 108-126 i [35]].
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17 17
ba’l(l) a) bu L bo,z(t) bb (t) bz,z(t
0.5/ 0.5 L2
OO 0.5 1 O0 0.5 1
1 -
b)) € b b)) A b
0.5 b (1)  b,y(1) 0.5 bo(0) b, (1) bull)
00 0.5 1 O0 0.5 1
17 1
bt) € b, b)) f) b, (1
05 oW b, (1)b, (1) Dusl 05 bbb, (Db 05 )
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0 0.5 1 0 0.5 1

Figur 4.11: Seks sett med bernsteinpolynomer er plottet. a) er grad 1, b) er grad 2, ¢) er
grad 3, d) er grad 4, e) er grader 5 og f) er settet av grad 6. Alle settene er basisfunksjoner
for bézierkurver av den respektive graden.

I det fglgende skal vi fgrst se pa en enkel algoritme for a lage polynomene. Sa skal vi se
pa et bevis for at de danner en basis, dvs. er libert uavhengige, og til slutt vise at hvert
sett alltid summer opp til 1 over alt pa domenet [0, 1].

Bernsteinpolynomer kan lages rekursivt, da med utgangspunkt i bernsteinpolynomene av
en grad lavere. Fra folger det at 0.-grads bernsteinpolynomet er 1. Hvis vi setter inn
et O-polynom foran og et O-polynom bak settet av grad d — 1 vil rekursjonsfomelen alltid
vare b q(t) =1t bi_14-1(t) + (1 —t) biq—1(t) for i = 0,1,...,d. I praksis lager vi imid-
lertid algoritmen uten 0-polynomene og ma derfor lage fgrste og siste polynom separat.
Metoden er derfor som fglger,

1. Forst lager vi den til hgyre, bd,d (t) =t bdfl,dfl (Z)

2. Hvis d > 1 lager vi alle interne polynomeene paraden: for i=d—1,d—2,...,1,
er bi7d(l‘):tbl’_hd_](t)—l—(l—l‘) b,'7d_1(l‘).

3. Til slutt lager vi den til venstre, by 4(t) = (1 —1) bo 4—1(2),

Algoritmen starter med at boo(¢) = 1, dvs. grad 0, og sa med start fra hgyre i vektoren
lages grad for grad. Algoritmen kalles ogsa en pyramidealgoritme (se [[77]).

Algoritme 1. (Forklaring av notasjonen, se avsnitt “Algoritmisk sprak", side[6])
Algoritmen lager en vektor by(t) € R4, som inneholder verdiene til de d + 1 bernstein-
polynomene {bd,i(t)}?:(y Innput er: graden d til bernsteinpolynomene og parameterver-
dient € [0,1].
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vector(double) bernstein ( int d, double )

vector(double) b(d+1); // Returvektoren, stgrrelse d + 1.

by =1; // En generell Cox/deBoor-lignende algoritme

for(int i=1;i<d;i++) // - for bernsteinpolynomer, regner ut verdien
bi=tb;_y; // - til alle d + 1 elementer.

for (int j=i-1; j>0; j——)
bj :l‘bj_l +(1 —t) bj,‘
by = (1 —1) bo;
return b;

Lemma 4.1. Bernsteinpolynomene av grad d danner en basis for polynomfunksjoner av
grad opptil d pa parameterintervallet [0, 1].

Bevis. Dette er det samme som & bevise at funksjonene i et sett bernsteinpolynomer av
grad d er lineert uavhengige av hverandre? Dette kan vises pa fglgende mate (argumen-
tasjonen er ogsa visuelt illustrert i (4.33)):

e Funksjonen til hgyre er den eneste med bare ett ledd av grad d.

e | de neste funksjonen fra hgyre og mot venstre gker antall ledd med 1 for hver step
mot venstre og gradene gar fra d og nedover med ett trinn om gangen, intill den
siste som har ledd med alle gradene inkludert en konstant.

Det fglger at funksjonen til venstre er linezrt uavhengig fra de andre da den er den eneste
med et konstantledd. Samme argument kan sa brukes for neste funksjon fra venstre som
er det eneste av de resterende som har et 1.-gradsledd. Et tilsvarende argument kan sa
brukes for alle resterende ledd, og dermed er beviset komplett. [

Lemma 4.2. Bernsteinpolynomene av grad d summerer opp til 1 for alle d € N. Vi kaller
denne egenskapen; da danne en partisjon av enhet pa domenet [0, 1), og det uttrykkes ved

d
Y bia(t)=1, for deN og 1€[0,1].
i=0

Bevis. Den fgrste raden, bg o(¢) = 1 summerer &penbare opp til 1. Vi kaller s& summen av
et sett av grad d (en rad) for s;4(7). Med utgangspunkt i den generelle rekursjonsformelen
far vi:

d—1

sa(t) =1 =1) boa1(t)+ Y, (tbicra1()+ (A —1) big1(t)) +1bg14-1(t).
i=1

Hvis vi sa ordner dette uttrykket far vi

d—1
Sd(t) = Z bi,d71(t) :Sdfl(t)a
i=0

som viser at summen av en rad er lik summen av raden over. Ved induksjon viser dette at
et sett med Bernstein-funksjoner summerer opp til 1 for alle polynomgrader. [
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Clo ronbidlna C

Cop 202 <L,

Figur 4.12: En bézierkurve (heltrukken) og punktene (sirkler) og striplete linjene som
illustrerer de Casteljaus algoritme for en tredjegrads bézierkurve ved t = 0,6.

4.4.2 Faktorisering og de Casteljau’s hjgrnekuttings-algoritme

For ytterligere a undersgke algoritmen til bernsteinpolynomer og bézierkurver, starter vi
med line@rinterpolasjon mellom to punkt ¢ og ¢y (i planet eller i rommet (2D og 3D):

c(t)=(1—1t)co+tcy.
Nar ¢ € [0,1] far vi linjesegmentet mellom ¢ og cj.

Gitt en sekvens av punkt cp, ¢y, 0g 3. Hvis, vi for en gitt 7 € [0, 1] interpolerer punktene
parvis, dvs. cg og ¢y, ¢] 0g ¢2, ¢p 0g ¢3, vil vi fa tre nye punkt, som vi henholdsvis kaller
co1, C12 0g c23. I matrisevektor-notasjon har vi da gjort

col 1—t ¢ 0 0 EO
crn | = 0 1—-t ¢t 0 cl
23 0 0 1—¢t ¢ 2

c3

Hvis vi sa gjentar prosessen med utgangspunkt i disse nye punktene far vi
c
co12 . 1—t¢ t 0 COI
Cc123 N 0 1—1t ¢ 12 ’
€23

og til slutt far vi

€123

60123:( 1—t¢ t><C012).

Denne prosessen kalles de Casteljauﬂ hjgrneskjeringsalgoritme for a evaluere bézierkur-
ver (se [39] og [41]). Prosessen er illustrert 1 figur4.12].

Hvis vi setter sammen disse tre multiplikasjonene, far vi fglgende uttrykk for en tredje-
grads bézierkurve,

-t ¢t 0 0 €0
c(t)=(1-1 r)(lat lt—t ?) 0 1-t ¢ 0 2 (4.34)
0 0 1-1 ¢
3

SPaul de Casteljau (1930 - ) er en fransk fysiker og matematiker. I 1959, mens han jobbet hos Citroén,
utviklet han en algoritme for a beregninger det som senere ble kalt bézierkurver. Han fikk imidlertid ikke
anledning til offentlig & publisere sitt tidlige arbeid, bare internt hos Citroén.
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Hvis matrisene multipliseres fra venstre fglger vi pyramiden i (4.33) og Algoritme [I] For
hver matrise vi multipliserer inn far vi en ny rad i pyramiden i (4.33). Dette betyr at nar
vi har multiplisert sammen alle matrisene har vi de fire bernsteinpolynomene av grad 3,
dvs.

(1=1) 3(1—0), 3(1—0)r*, ).

Vi kaller disse matrisene for bernstein-faktormatriser og benevner dem 7;(z). For eksem-

pel hvis d = 2 far vi
I1-t+ t O
Tz(t)_< 0 1—1 t>'

Vi har na fglgende generelle definisjon av bernstein-faktormatriser.
Definisjon 4.5. T;(t) er en matrise med dimensjon d x (d + 1) der det pa rad nummer j

a) bare er element nummer j og element nummer j—+ 1 som er forskjellig fra 0.
b) og hvor (i bézier-tilfellet) element nummer j er 1 —t og element nummer j+1 er t.

Merk at i det vanlige bézier-tilfellet bruker vi t. Vi kan ogsa skalere og translere domenet

ved a bruke w(t;s,e) = g i stedet for t. Senere vil vi se at vi i B-splines bruker en

translering- og skaleringsfunksjon wq ;(t) = z_:—[—lz, se side|82|og

Fordi vi har valgt denne notasjonen for bernstein-faktormatrisene, vil vi bruke fplgende
notasjon for vektoren av bernsteinpolynomene av grad d:

T(t) = Ty () Ta(t) -+~ Ty (t) = (bo(t),b1 (1), ., ba(t)).
Det fglger at formelen i (4.34) da blir

c()=Ti(OBLOT31) e =T (1) ¢

der ¢ = (cop, 1,2, 03)T er en vektor av punkt. Tradisjonelt er imidlertid formelen

3
c(t) =Y biat) ci. se @29
i=0

Legg merke til at den deriverte av matrisen T (¢) er en matrise av konstanter. Vi benevner
den derfor T);. For d = 1 far vi

Matrisenotasjonen til en bézierkurve slik den er formulert i (4.34) kan na skrives kom-
pakt, og hvis vi som eksempel bruker en 3.-grads bézierkurve og dens tre deriverte, far vi
fglgende notasjon pa matriseform.

(= T@C = TL(OKB0)C,
CEI;: 3T*(1)T'C = 3Ti(t)Ta(t) 3’ ; (4.35)
(r)

)
(t)= 6T ()T?C= 6T\(t) ,T{C
= 6T°C = 6T|T,T; C.



52 KAPITTEL 4. PARAMETRISKE KURVER

Indeksene i faktormatrisen angir antall rader i matrisen. Den deriverte av matrisen 7'(¢),
betegnet T’ er uavhengig av ¢. Nar vi ekspanderer (4.35)), far vi,

1—t ¢t 0 I=r 1 0 0 El
c(t):(l—tt)( 0 1—tt> 0 1-t ¢t 0 C2 :
0 0 1—t ¢ 3
C4
-t ¢t 0 - bo0 EO
Jd(t)=3(1-t t)( 0 1_g t) 0 -1 10 Cl :
0 0 —1 1 2
c3
(4.36)
o
1 1 00
t)=6(1—t r)(‘é _i (1)) 0 -1 10 ca,
0 0 —1 1 €2
C3
€0
-1 1 00
"t)y=6( -1 1)(_(1) _} (1)) 0 -1 10 ?
0 0 —1 1 2
c3

Formlene er ogsa avhengig av at T,(¢)-matrisene og deres deriverte er kommutative. Det
betyr at hvilken av matrisene som erstattes av en derivertematrise kan endres uten at resul-
tatet endres. For eksempel er 7] 15 (1) T3(¢) = T; (t) T, T3(t) = T1(t) T»(¢) T3 (¢), og det folger
dermed at

()= (MLOT(1) + TI(O)LT3(0) + Ti (1) T2 (1) T3) C=3Ti(1)Tx(r) T3 C.

En forklaring og et bevis pa kommutativitetsrelasjonen er gitt i vedlegg
Nar vi oppsummerer faktoriseringen, kan vi tydelig se at:

i) Hvis vi regner fra hgyre (og hopper over nullene), far vi de Casteljau’s hjgrnekuttings-

algoritme.

ii) Hvis vi regner fra venstre, far vi en algoritme av typen Cox/de Boor (se Definisjon
pé side[82).

iii) Hvis vi multipliserer sammen alle matrisene uten Koeffisientvektoren pa hgyre side,
far vi bernsteinpolynomene og deres deriverte.lﬂ

°T seksjon er matrisenotasjonen ogsa brukt pa B-splines. Dette gir en enkelt Cox/de Boor-
algoritmen for B-splines og ogsa en geometrisk de Casteljau-beskrivelse nar vi gar fra hgyre mot venst-
re. Hvis vi multipliserer matrisene far vi ogsa en utvidet versjon av en “evaluator". Matrisenotasjon for
B-splines er ogsa behandlet i [103]] og [117].



4.4. BEZIERKURVER 53

4.4.3 Bernstein/hermitematrisen

Vi tar utganspunkt i (4.36), multipliserer de tre matrisene i hver rad sammen og setter
sammen resultatet til €n matrise, dvs.

c(t) (1—1)3 3t(1—1)>  32(1—t) £ co
dt)y | | -3(1—1)? 9 —12r+3 —3r(3r—2) 3* ¢ 437
A'@t) | 6— 6t 18t —12 618 6t o | (437)
(1) -6 18 ~18 6 c3

Matrisen i (4.37) er Bernstein/hermitematrisen av orden 4. Den er egentlig settet av bern-
steinpolynomer av grad 3 og alle deres deriverte. Legg merke til at hvis vi snur formule-
ringen i (4.37) og inverterer matrisen far vi hermiteinterpolasjonsformelen

1,2 1.3
N [ i el 0
a | _| Vgt attoat gtt(l-1) c(t) 438)
¢ 12— 224l L1 —1)? ()
11
€3 11—t 32—t+%  Lf(1-1)? c"(r)

Husk at settet med bernsteinpolynomer av en gitt grad summerer opp til 1, dermed fglger
det at den fgrste raden i bernstein/hermitematrisen (4.37)) summerer opp til 1 og alle de
andre radene summerer opp til 0. Det fglger ogsa, som vi kan se i at alle elementene
i den fgrste kolonnen i den inverterte matrisen er 1, jfr. taylorekspansjonen i seksjon [5.5]

Fra seksjonene og vet vi at et punkt i homogene koordinater har en siste
koordinat som er 1,. Likeledes er den siste koordinaten til en vektor 0. Egenskapene til
bernstein/hermitematrisen gjenspeiler dette: co, ¢y, ¢2, ¢3 og ¢(t) er punkt, mens ¢(7),
(1), og '(t) er vektorer. Bide og er konsistente for punkt og vektorer.

Bernstein/hermitematrisen av orden k

der k = d + 1 og d er graden til bernsteinpolynomene den representerer. Matrisen er
en k X k inverterbar matrise definert som fglgende

boa (1) bia(t) ... baa(t)
By(t,5)— | O Phoalt)  8Dbra(t) 0 Dba.a 1) (4.39)
89D g (1) 8Dy g(t) - 89Dy (1)

hvord > 0,7 € (0,1} og 6 > 0.

Vanligvis er 6 = 1, men hvis domenet er [a,b] og ikke [0, 1], og inngangsparameteren
er s € [a,b], ma vi skalere og translateret, og dermed bruke t = ;=% og 6 = ﬁ.

Det spesielle med denne definisjonen (4.39) av matrisen er skaleringen 8/, hvor eksponen-
ten j, er radnummeret (den fgrste raden er nummerert 0). Grunnen til denne skaleringen
er egentlig skaleringen av parameterdomenet, dvs. reparametrisering.

Som vi forstar fra (4.37) og (4.38) er det to mater vi kan bruke matrisen pa:
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1. Regne ut bernsteinpolynomene og deres deriverte og dermed posisjonen og de de-
riverte til en bézierkurve, jmf. (4.37), dvs. lage en evaluator, jmf. merknad 3.1}

2. Lage en bézierkurve som for en gitt parameterverdi ¢ interpolerer en gitt posisjon
og d etterfplgende deriverte (hermiteinterpolasjon), jmf. uttrykk (#.38).

Fglgende algoritme lager matrisen By(z, 8) slik den er beskrevet i (4.39).

Algoritme 2. (Forklaring av notasjonen, se avsnitt “Algoritmisk sprak", side[6])
Algoritmen lager den kvadratiske matrisen By(t,8) € R4 som i den fprste raden
inneholder verdiene til de d + 1 bernsteinpolynomene {bq ;(t)}L_,, og i de fplgende ra-
dene verdiene til de deriverte, {Djbd7,~(t)}l‘-lzo, j=1,2,...,d dvs. i hver av de fplgende
j radene. I tillegg, skal alle elementene i alle rader der j > 0 (radene er nummerert fra
0 til d), multipliseres med 87. Hvis matrisen skal brukes i en generell evaluator, vil nor-
malt 6 = 1, og hvis matrisen skal brukes i hermiteinterpolasjon ma vi bruke & som er
parameterintervallet vi gnsker a etterligne. Innput er: graden d til bernsteinpolynomene,
parameterverdient € [0, 1], og skaleringsfaktoren 0.

matrix(double) BernsteinHermiteMat ( int d, double 7, double 6§ )

matrix (double) B(d+1,d+1); // Returmatrisen, med dimensjon (d+1) x (d+1).

By 10=1-1t;

By 11 =t // En tilpasset Cox/deBoor-algoritmen for

for (int i=d-2;i>0;i——) // - bernsteinpolynomer, dvs. beregning av
Big=(1—1)Bit10 // - en trekant med verdier av b; ;(t)

for (int j=1; j <d—i; j++) // - av henholdsvis grad 1 til d, hver i sin rad.
Bij=tBiy1 -1+ (1—1)Bi1);
Bigi=tBi1a-i1,

Bd,O = —5,’
By = S; // Multipliser alle rader unntatt den gverste
for (int k=2; k <d; k++ ) // - med de deriverte-matrisene i
double s =k §8; // - uttrykk (@, og skaleringene,
for(int i=d;i>d—k;i—— ) //- sahverrad utvider antallet
Biy=sBji_1; // - av ikke-null elementer til d.

for(int j=k—1;j>0;,j——)
Bij=s(Bij1—Bij);
Bio = —sBio;
return B;

Ordenen til denne algoritmen er helt klart mellom &' (n?) og €'(n®), og folgende tabell
viser antall multiplikasjoner avhengig av d, for d opptil 10.

d 112]3]14]5 6 | 7 8 9 | 10
multiplikasjoner | 0 | 11 | 30 | 59 | 100 | 155 | 226 | 315 | 424 | 555

Hastigheten til algoritmen er i egentlig ikke avgjgrende fordi algoritmen normalt skal
brukes nar kurvene lages, eller nar samplingen endres. Men for sma d-verdier (d < 4) er
algoritmen egentlig ganske rask.



4.4. BEZIERKURVER 55

4.4.4 Gradsheving av bézierkurver

Husk at polynombaserte kurver i utganspunktet har en potensform,

d .
= Zai tl7
i=0

hvor koeffisientene a; er elementer av det rommet kurven er i, typisk R? eller R3.

Enhver polynombasert kurve av grad g < d kan uttrykkes pa denne formen, men hvor
koeffisientene |a;| = 0, i > g. Gradsheving av bézierkurver handler i utgangpunktet om
a gjore dette, men hvor vi bruker bernsteinpolynomer som basisfunksjoner i stedet for
potensbasis. Dermed kan gradheving gjgres ved a endre basis fra Bernstein til potensbasis,
gke graden og konvertere tilbake til bernsteinpolynomer. En enklere mate a finne formelen
pa er imidlertid:

d
szd (1—1) Zb,d Ci—i—l‘Zbi,d(l‘) Ci

i=0

:(1_;)i(‘3> (1 -1 c,-l—tZ( )t’l—t)d_ici

L(d\ pyd1- d L d—i
_ i —i £ —i .
=, ( ; )t(l i+ E < ) —1) "¢

i=0 i=0

d+1-i & d
L N ¥ l

i1 i—EO id+1(t 120 i 1,d+1(t

[
= b07d+1 co+ sz d+1(t ( ci—1+ (1 — m) Ci) +bd+1,d+1(t) Cd,

som pa matriseform blir:

Béziergradshevings-matrise

Gitt en bézierkurve av grad d, c(t) = Y9 b; 4(t)c;. For & gke graden til d + 1 ma vi
generere et nytt sett med kontrollpunkt der vi beholder det fgrste punktet, oppretter d
nye punkt i midten og si beholder det siste. Pa vektor/matriseform fr vi, C = D, C,
hvor C = (¢1,é,...,é4), C= (co,c1,...,cq) , og Dy er bézier gradshevings-matrisen
for dimensjon d x (d + 1), dvs.

~ d d o

& -4 4 0 .0 ‘

P 0 ] _d-1 d-1 0 1

2| d+1  d+1 : (4.40)
: : : . : 1 1 -

Cd O DY () 1_ d_‘H d_‘H Cd

For bézierkurver hvor graden er hevet til d + 1 blir da settet av d + 2 kontrollpunkt
{C07C~17527 s 76d—176dacd}'
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=

6 é

Figur 4.13: En 3.-grads bézierkurve (svart) og de fire kontrollpunktene (sirkler) og
kontrollpolygon (striplet rgd) samt kontrollpolygonene til et 4.-grads (grgnnt), 5.-grads
(gult), 6.-grads (mgrkegrgnnt), 7.-grads (brunt), 8.-grads (blatt) og 9.-grads (rodt) bé-
zierkurve generert fra den orginale 3.-grads bézierkurven med gradshevings-algoritmen.

Fra matrisen i (4.40) kan vi tydelig se at gradsheving er hjgrneskutting, noe som er tydelig
illustrert 1 Figur I figuren ser vi tydelig at alle de nye kontrollpunktene vi far ved
a gke graden med én ligger pa det forrige kontrollpolygonet. Under fglger gradshevings-
matrisen fra grad 2 til 3, matrisen fra grad 3 til 4, matrisen fra grad 4 til 5 og matrisen fra
grad 5 til 6:

15
1300 55000 012000

330 o1 05300 011
0 5 5 0 0 0 5 5 00

2 1> 2 2 ) 3 2 ’ 2 2
03 3 301 003550 2 1
003 3 4o 00035350

0 00 z <

503 00002 ¢

Det fglger dermed at for en enkel gradsheving far vi fglgende koeffisienter uttrykt med
koeffisientene fra en polynomgrad lavere:

2—=31cy, %(01—1-26'2), %(262+C3), c3.
34 ¢, %(C1+302), %(02—{—63), %(303—{-6‘4), C4.
4—5|c, %(c1+4cz), %(2C2+3C3), %(3C3+2C4), %(4C4+C5), Cs.

Et eksempel pa kontinuerlig gradheving er gitt i figur 4.13| Det er i utgangspunktet en
3.-graders bézierkurve der de fire kontrollpunktene er markert som svarte sirkler. Kurvens
grad heves en grad om gangen opptil grad 9, og som vi kan se pa det siste rgde kontroll-
polygonet vil vi til slutt ha 10 kontrollpunkt. Eksemplet viser ogsa at kontrollpolygonet
konvergerer svart sakte mot kurven.
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Tabell 4.1: Matriser for basisskifte

Type basisfunksjon fra potensbasis til potensbasis
1 0 -3 2 1100
. 100 3 -2 1|01 11
Hermite 3.-grads H= 01 -2 1 H ' = 01 0 2
|00 -1 1] |01 0 3 |
(1 -3 3 —1] 11 1 17
. |10 3 -6 3 4|03 31
Bernstein 3.-grads | B = 0 0 3 -3 B ' = 0 0 % )
0 0 0 I | 0 0 0 1 |

4.5 Konvertering mellom hermite- og bézier-format

Hermitekurver og bézierkurver er mye brukt i dataprogram. Derfor kan det vare svart
nyttig a kunne konvertere fra ett format til et annet. Faktisk kan alle polynombaserte
kurve-format av samme grad og over samme domene konverteres til hverandre med en
basisskifte-matrise.

I tabell finner vi basisskifte-matrisene for 3.-grads hermite- og bernsteinbasiser. Vi
kaller settene med 3.-grads basiser som dekker &3]0, 1] for

M3(t):(1, r, 1, ts)T potensbasis,
Hy(t) = (1-32+4268, 32-283, =22+, —2+)"  hermitebasis,
)= ((1-173, 3(1-1?2 321-1), ) bézierbasis,
og far T3 (1) = BH ! Hs(r)
dvs. (1—1)3 10 -3 0] /1-32+28
3¢(1-0> ] _[00 3 0 32 — 213
3%(1—t) | [0 0 0 -3 t—22 413
13 01 0 3 —12 413

Gitt en kurve ¢(r) = pH3(7), hvor p = (¢(0), ¢(1) ¢/(0), ¢’(1),). Det fglger at vi kan finne
kontrollpunktene ¢ = (co, c1, ¢2, c3) av den tilsvarende bézierkurven, c(¢) = ¢T?(¢), med

¢ T (1) = p Hy(1)
¢BH 'H3(r) = p H3(r)
¢cBH '= p
c=pHB™ L

Som gir

(co, c1, €2, ¢3) = (c(0), (1), '(0), (1))

o O O =
OW— O =
W= O = O
S O = O
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4.6 Implementering og tessellering

Rendering (plotting) av parametriske kurver krever normalt tessellering. Dette kan gjgres
av enten grafikkenheten, GPU’en eller av en “ordinar" prosessor CPU. Hermitekurver
og bézierkurver har normalt ingen interne diskontinuiteter for noen av de deriverte, da
med unntak av geometrisk diskontinuitet fra singulariteter basert pa “cusp", dvs. hvor
hastigheten, lengden pa den 1.-deriverte, er null. Derfor er det ikke naturlig a dele pa-
rameterdomenet inn i partisjoner. Det vi normalt gjgr er a tessellere kurven, dvs. dele
kurven i sma biter som plottes som linjestykker. Vi skal se nermere pa tre mye brukte
tesselleringsmetoder for kurver,

e Uniform tessellering
e Tessellering basert pa hastighet
e Tessellering basert pa krumning

Uniform tessellering er basert pa n+ 1 punkt, som betyr a dele domenet i n like store
deler. For hermite- og bézierkurver er domenet 1, dvs. dt = % slik at de n + 1-punktene
som bestemmer tesselleringen blir {c(i*dt)}?_ . Dette er den enkleste og dermed den
mest brukte metoden.

Tessellering basert pa hastighet kan utfgres mer eller mindre komplekst. En enkel ver-
sjon er f@rst & beregne kurvelengden I(c) (se ) ved hjelp av rombergintegrasjon, jmf.
modifisert algoritme {14} Sa setter vi dl = [(c)/n. Vi starter sa med & lage punktene. Det
fgrste punktet er ¢(0), dvs for r = 0. For de pafglgende 7-verdiene ma alle gke forige verdi
med en unik d¢. For hver ny 7-verdi ma vi dermed f@rst beregne tidssteget dt. Den er basert
pa at |c/(¢)| dt = dI og felgelig er dr = %. Dermed fér vi neste sampelpunkt ¢(7 + dt)
hvor 7 er t-verdien ved forige beregning. Det siste punktet er ¢(1). En mer kompleks me-
tode er a korrigere for at hastigheten kan endre seg over et step. For a beregne tidstrinnet

far vi da <|c’ (1) + %dr) dt = dl. Dette betyr a Ipse en andregradsligning i stedet

for en linear ligning.

Tessellering basert pa krumning starter ikke med antall punkt, men gir bare et minimum
antall. Hoved-innputten er imidlertid 8, dvs. den maksimalt tillatte avstanden mellom et
kurvesegment og en rett linje. Beregning av et trinn dt er basert pa buelengden b ~ dt |/,
krumningen K, (derr = %) og |¢'|. Vi har cos o = @ og o = I;’, sa

b o
cos—=1——,
r r

b =r arccos(l — 9 k),

gy — Arecos (1-96x)
'K

Dette uttrykket forutsetter at krumningen (egentlig produktet av krumningen og hastighe-
ten) ikke er veldig liten. Derfor, hvis vi over et omrade har noe i narheten av en rett linje,
ma vi basere algoritmen pa et lite antall punkt og uniform sampling over omradet.
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Klassisk interpolasjonsteori

I sin bok om interpolasjon karakteriserte Thiele interpolasjon som kunsten da lese mellom
linjer i en numerisk tabell (se [156]]). Frem til introduksjonen av datamaskiner og spesielt
datagrafikk var dette faktisk en veldig presis formulering.

Historien om interpolasjon inkluderer astronomi 1 Mesopotamia og Babylon, matemati-
kere 1 antikkens Hellas, kinesiske matematikere og indisk astronomi.

I Europa, tilsynelatende uvitende om resultater oppnadd tidligere i andre deler av verden,
begynte interpolasjonsteorien a utvikle seg i kjglvannet av den store “vitenskapelige revo-
lusjonen" ca. 1500 e.Kr. Spesielt utviklingen innen astronomi og fysikk, initiert av Coper-
nicus og viderefgrt av Kepler og Galileo, og som kulminerte med teoriene til Newton,
ga et kraftig puff til videre utvikling av matematikken, inkludert det som vi i dag kaller
“klassisk interpolasjonsteori”. Vi starter derfor med Newton og dividerte differanser.

5.1 Dividerte differanser

Gitt et punktsett {p;} o = {(x0,¥0), (x1,¥1), ..., (¥n,¥n) }. Definisjonen av fgrsteordens

dividerte differansere er,
Yo—n
[y07y1] - .
X0 — X1

Hgyere-ordens dividerte differanser er definert rekursivt, dvs.

[yo,'”?yn]:[}70,---7)’1171]_[YI,---,yn]7 for n>1.

X0 — Xn

Dividerte differanser av order 0 benevnes ved [yp] = yo. Den rekursive prosessen kan
beskrives i tabellform (pyramidisk), dvs.

X0 yo= [yl
[yo,y1]
xi o yi=[] [Yo,¥1,2]
[ylayZ] [)’07)’17)’2;)’3]~
X2 y2=[] - V1,¥2,y3]
3 y3=[y) ’

59
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Som et eksempel, gitt et punktsett { (x;,y;) }?:0 ={(0,0),(1,1),(2,1),(3,0)}. Dette punkt-
settet gir fglgende rekursjon og tabell,

0 [v]=0
bo.yil =gt =1
1 []=1 Do, y1,y2) = 59 = 5 .
iy =§51=0 Vo, y1,¥2,53] = 25— =0
2 [n]=1 b1,y2,y3) = P =5
b2, y3l =57 =—1
3 [»s]l=0

Hvis datapunktene er gitt som en funksjon, dvs. som ¢; og f(#;), da er datapunktet (;, f(¢;)).
For en hvilken som helst funksjon f: R — R™, m € Z, og for ethvert sett av to verdier
to # 11, er fgrsteordens dividerte differanser na
f(to) = f(n
f [t07l1] — M

lo—1
Hgyere-ordens dividerte differanser er ogsa her definert rekursivt, dvs.

to,.-..-th—11— 11t1,...,1
ﬁmuwm:fb””l]fh’ ”L forall n> 1.
to— 1ty

Noen viktige egenskaper til dividerte differanser,
< Linearitet
(f+8)to,-- - ta] = fltos- - ta] + &[0, - - - 2]
(A-ltoy---sta] = A~ flto, - 1]
¢ Leibniz regel
(f - &)to,- - ta] = flto] - lto, - ta] + flto, 1] - 8lt1, s ta] + -+ + flt0, - 1n] - 8 1],
o Dividerte differanser er symetriske, Hvis ¢ er en permutation av {0,...,n} daer
flto, - sta] = flts(0)s- - st ()]s

¢ Dividerte differanser og middelverditeoremet

(m)(8)

flto,-..,ta) = =7 hvor & er i det apne intervallet bestemt av den minste og

den stgrste av f,,-ene

Formelene for dividerte differanser kan ekspanderes, som vi skal se nedenfor,

Sl =70 )
i '
flon)= IO(;}?: oy f(0) /()
_ 0 | )
flto, 11, 12] = —)tg—5) + T—to)(i=12) T (ato) (=1
]

f(to) )_,_( f(t) f(t2) )+

[l h—t)(t1—0)(1—15) ' (2—to)(t—t1)(t2—13

= = = =
[=)
|
-
=
Z
= = =
S
&
S
N
=)
S
|
-~
(9%}
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Vi far da en direkte formel (ikke rekursiv) for dividerte differanser,

f[to,...,tn]:i%,

=0T (i—w)

k=0,k£i
som kan formuleres mer kompakt,
n
f()
flto, - tn] = , (5.1)
L o)
hvor @,(t) = (t —t9) - (t — 1), dvs.
n n
(1) =[]t —t), ogdetfolgerat ay(t)= [] (ti—u) (5.2)
k=0 k=0,k£i

For & utvide dividerte differanser til ogsa a inkludere like verdier, ma vi inkludere deri-
verte. Vi vet at

Dermed kan vi definere
fltst] = f'(t:).
og hvis, i uttrykket for dividerte differanser, #; gjentas n ganger far vi en sammenheng

mellom dividerte differanser og de deriverte av en funksjon generelt, legg merke til den
inverse skaleringen (n—1)!,

£ ()

TR dvs. f[t; repetert n ganger]. (5.3)
n— .

f[ti,t,‘, ... ,ti] =

Et viktig moment er at dividerte differanser kan vere basert pa vektorer eller punkt. Det vil
si at hvis f(1;) € RY, d > 0 s er alle tilknyttede dividerte differanser f[t;,...,t;1] € RY.

5.2 Newtonpolynomene

Vi starter na med fgrsteordens dividerte differanser. Gitt et sett med verdier t; € I C R. Sa
forr € I men t # 1y far vi
f(@t) = f(to)

f[t7t0]: t—to

Det fglger at verdien av f for enhver ¢ kan skrives som

f(t) = f(to) + (t —10) flt,t0]- (5.4)
Vi fortsetter sa med andre ordens dividerte differanser

f[f,fo]—f[fo,ll]_

r—1n

flt,t0,1] = (5.5)
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Figur 5.1: Kurven fra eksemplet med . Interpolasjonspunktene er markert.

Snur vi dette far vi

flt,10) = flto,n] + (¢ = 1) ft, 00,111 (5.6)
vi kan na erstatte f[t,1] i med uttrykk . Sa kan vi gjenta denne prosessen med
dividerte differanser av orden hgyere og hgyere. Resultatet blir
f(t) = flto] + (t —10) flto,11]
+(t—10)(t—11) flto.11,12]
+(t —10)(t —11)(t —12) flto, 11,12, 13] + ...

En kompakt notasjon er

k
(1) =Y ajnj(), (5.7)
j=0 .
j—1
hvor a; = flto,....tj], og no(t)=1 og n;t) :H(t—ti) nar j > 0.
i=0

Hyvis vi ikke bruker en funksjonsnotasjon, men et sett med punkt knyttet til hver sin para-
meterverdi, dvs. {(#;, p;)} far vi a; = [po,...,pj], pi€ RY, i=0,1,...,j, d>1.

Newtonpolynomer er laget for interpolasjon. For et gitt sett med distinkte parameterver-
dier {z j}?:o og tilhgrende punkt {p j}?:o far vi et polynom som i hver parameterverdi ¢;
gir punktet p;, dvs. at polynomet av lavest mulig grad interpolere alle punktene.

Som et eksempel kan vi bruke kurven i uttrykket (4.4) og som er plottet i figur Pa-
rameterdomenet er [0, 1]. Vi deler den i 3 og far, tp =0, t; = ;, ) = % og t3 = 1. Nar
vi bruker disse fire parameterverdiene i . far vi punktene pg = (0,0), p1 = (§,—3),

p2= (196, ) 0g p3 = (3,0). Hvis vi beregner de dividerte differansene, far vi,

<8><%><g>,f-g]<§><§>(

B 1373

i 0
21 )
3 2

vJ\N
|
W

1
3

WA Wl
v

= W=

1| =

21
2
3

Punktene over markert med rgdt er koeffisientene a;, a og a3, og sammen med ag = pg
ogty=0,1 = %, = % og 13 = 1 definerer de en kurve med a bruke |b Kurven er den
samme som i figur .3 og er i figur [5.1] plottet sammen med interpolasjonspunktene.
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Figur 5.2: Et plott av fire sett av lagrangepolynomer (@) a) er polynomene av grad 1,
som danner 1.-gradskurver. b) er polynomene av grad 2, som danner 2.-gradskurver. c)
er polynomene av grad 3, som danner 3.-gradskurver. d) er polynomene av grad 4, som
danner 4.-gradskurver. Alle lagrangepolynomer benevnes Ly ;(t), der d er polynomgraden
og i er indeksen til interpolasjonspunktet polynomet er koblet til.

5.3 Lagrangepolynomene

En svart elegant alternativ representasjon av Newtons generelle formel, dvs. (5.7)), som
ikke krever bruk av dividerte differanser, ble publisert 1 1779 av Waring [160]]. Denne

formelen er

(=) —n)(t—1)
’ (to—11)(to—1t2)(to —13) - -~
(t—t0)(t —12)(t —13) -
] (t1 —10)(t1 —t2)(t1 — 13) -+~
f(t) (=1t =t)(t=15) -

(2 —1t0) (2 —11)(t2 —13) -+

Legg merke til mgnsteret til indeksen i i1 #;. En kompakt notasjon av formelen er,

d
f0) =) f(t:) La,(t), (5.8)
i=0
der d er graden, og der basisfunksjonene, dvs. lagrangepolynomene er
d
t—tj
Lai(t) = ), (5.9)
j=0 i i = 1))

I figur[5.2) er alle lagrangepolynomer L, ;(r) opp til grad fire plottet. Merk at Ly ;(z;) = 1
og Ly i(tj) =0, j# i. lagrangepolynomer'|brukes til interpolering. Dvs. For et gitt sett

'T dag er det vanlig 4 kreditere disse polynomene til Lagrange, som imidlertid publiserte dem 16 ar etter
Waring [100]. I fplge Euler [61] kan formelen (5.8) vere knyttet til en relatert representasjon av Newtons
formelen, og ifglge Joffe [94], var det Gauss som fgrst la merke til sammenhengen mellom formlene til
Newton, Euler og Waring-Lagrange, som det fremgar av hans posthume verk [[72], skjont Gauss refererte
ikke til sine forgjengere.



64 KAPITTEL 5. KLASSISK INTERPOLASJONSTEORI

Figur 5.3: Fire punkt py, p1, p2 0g p3 er plottet i rgdt. Tre 1.-gradskurver po;(t), p12(t),
0g pa3(t) interpolerer punktene og er plottet i stiplet svart. To 2.-gradskurver po12(t) og
p123(t) er plottet i henholdsvis stiplet blatt og stiplet oransje, og en 3.-gradskurve po123(t)
i helgront interpolerer alle fire punktene.

med distinkte parameterverdier {z j}j?:o og et sett med korresponderende punkt {p j}j?:o
kan vi generere lagrangepolynomer hvor vi med a bruke (5.8]) lage en kurve som ved hver
verdi ¢; gér igjennom det korresponderende punktet p ;.

Lemma 5.1. Newton- og lagrangepolynomene er to forskjellige representasjoner av det
samme polynomet.

Beviset for lemma 5. 1] finner vi i vedlegg[C.1]

Selv om newton- og lagrangepolynomer egentlig er samme polynom har de ulike fordeler.
Lagrangepolynomer er enklest og raskest a bruke fordi koeffisientene er interpolasjons-
punktene direkte. Newtonpolynomene har imidlertid den fordelen at man kan legge til
nye interpolasjonspunkt ved bare a legge til et nytt ledd.

Newton- og lagrangepolynomene viser oss ogsa et mer grunnleggende resultat, nemlig at
det bare er ett polynom av grad mindre eller lik » som interpolerer n + 1 punkt ved n+ 1
gitte parameterverdier. Dette gir oss fglgende teorem.

Teorem 5.1. Hvis xg,x1,...,Xx, er distinkte reelle tall, sa vil det for et sett vilkarlige tall
Y0, V15 - -, Yn veere ett unikt polynom p, av grad hgyest n slik at p,(x;) =y;, 0<i<n.

Bevis. Anta at det finnes to slike polynom, p, og g,. Da ville polynomet p, — g, ha
egenskapen (p, —gn)(x;) = 0 for 0 <i < n. Siden graden av p, — g, maksimalt kan vere
n, ma dette polynomet ha maksimalt n nullpunkt hvis det ikke er O-polynomet. Siden x; er
distinkte, bgr p, — g, ha n+ 1 nullpunkt; Dermed ma det vare 0. Fglgelig er p,, = ¢g,. [

5.3.1 Neville’s algoritme

Algoritmen er oppkalt etter den engelske matematikeren E.H. Neville (1889-1961). Den
er en geometrisk tolkning av Newton/Lagrange polynomene. Vi tar (5.7), utvider det,
omorganiserer det og introduserer Neville’s notasjon av et interpolasjonspolynom p_(¢),
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f(f):P0+(f—to)f[fo,t1]+(f—f0)(f—f1)f[fo,t1,t2]
_P0+é;tfl (po—p1) + U (11, 1] = flor,12])
= pot+ i (po— pr) + RS (ot B2

= g (l—lo)(f—t1)<p07m — Pimpa)

T t—h th—1 (l‘()—l‘z) th—11 H—n

= poi1(t) + (- tO)(t*tl)(PO_Pl pi=pa)

(to 1) fo fl n—nb

= poi (1) +1 ﬂpm + P

= =& poi(t) + 25 pia(t)
= po12(t).

Denne prosedyren og er 1 hovedsak den samme som er brukt i beviset til Lemma og
kan utvides til hgyere grad pa samme mate. Dette betyr at vi na har en prosedyre for
interpolering av et punktsett pg, p1, p2, ... som faktisk gir newton- alternativt lagrangepo-
lynomer. Det fgrste trinnet er a finne,

r—n fo—1t t—1tb fH—t

0+ . pn() = + ,
poi(t) = P e p12(t) Pt R

og videre p33, p34,... som alle gir rette linjer fra pg til py, fra p; til p, og sa videre. De
neste nivaet er

poi2(t) = to tzp |+ D
po123(t) =

o tzl?lz, p123(t) = (= pi2 + i pas,

—2po1 2+ Qo P123,

fo f3 fo—13

Hvor vi gverst har 2.-graderskurver som interpolerer pg, p1, p2 0g p1, p2, pP3, 0g nederst
har en 3.-graderskurve som interpolerer alle 4 punktene. Videre kan vi lage flere niva og
dermed flere interpolasjonspunkt med den samme prosedyren.

I figur[5.3]ser vi et eksempel pé interpolering av 4 punkt med Neville’s algoritme. I boken
Pyramid Algorithms [['7] bruker forgvrig Ron Goldman Neville’s algoritme som en av de
grunnleggende pyramidealgoritmene.

5.4 Hermiteinterpolasjon

Newtons klassiske interpolasjonsformler (5.7)) er ogsa utgaangspunkt for den neste inter-
polasjonsmetoden. Hermiteinterpolasjon er a interpolere punkt med et gitt antall tilhg-
rende deriverte. Resultatet av interpolasjonen er et polynom med en grad lik antall punkt
+ antall deriverte brukt i de samme punktene - 1 (kan vare mindre hvis resultatet er et
degenerert polynom). I hermiteinterpolasjon starter vi med a behandle deriverte som eks-
trapunkt. I dividerte differanse-tabellen gjentas punktene tilsvarende antall deriverte. For
& unnga divisjon med null, erstatter vi s& uttrykket med deriverte i henhold til (5.3)). For
eksempel, hvis en verdi ; gjentas 4 ganger, far vi

(4=1) (.

fltistititi] = f(él_—l()tl,) = éfw(lz)-

NB, som nevn tidligere trenger ikke dividerte differanser & vare en skalar men kan ogsa
vare vektorer eller punkt.
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I hermiteinterpolasjon starter vi med to punkt, f(#;) og f(ti+1), som for eksempel er i
rommet - R3, og 1.-deriverte i hvert av punktene f'(t;) og f'(ti+1). Vi lager si et 3.
gradspolynom ved & interpolere de to punktene sammen med deres respektive 1.-deriverte

ved a bruke IDH

ci(t) = f(ti) + (t —t;) flti, 1]
+(t—1;)(t —1;) flti ti,tig1] (5.10)
+(t —1;)(t —1;)(t —tiz1) fltistis tipr,tin].
Hyvis vi ngster ut alle dividerte differanser, far vi
ci(t) = ft)+ (@ —1) f'(t)
(2 _ £ls. ¢
+(t—ti>(t—tl’) f(tl) f[tlatl-i-l]
ti—tit1
@)= flttia] — fltistiod] = (tig1)

fi—liy1 Li—li]
I — i1

+ (t —1;) (1 — 1) (t —ti1)

Siden (t —t;+1) = (t — ;) + (t; — t;+-1) og vi bruker det som en erstatning for nevneren i
brgkene, far vi

ci(t) = ft)+(—1) f'(t:)
2 2 () + f (tigr) = 3f[tis tis1]

+(t—1) P (5.11)
V3 f1(6) + f (tir) = 2f [tis tig]
=) (ti—tiv1)? '

Merk at ved & bruke newtonpolynomer kan vi, med formel (5.10),legge til deriverte til
punktene og ogsa mellom punktene (med noen begrensninger). I figur er det et plott
i stiplet grgnt av en kurve f(¢) som er basert pa en kombinasjon av trigonometriske og
polynomiske uttrykk. I rgdt er en 3.-grads kurve plottet. Den er laget med a interpolere to
punkt pa originalkurven og de respektive 1. deriverte i punktene. Vi ser at punktene burde
vart nermere hverandre for a gi en bedre approksimasjon.

Imidlertid kan (5.11) omformes til et mer praktisk og kjent format. La oss starte med a
ekspandere formel (5.11)),

ci(t) = f(t:) + % (tis1— 1) (1)
pR— '2 o — I
) (T 2w )
+1 74 ! !
(=t (e o ) = i)
e (s s -2 ).

2Grunnen til 4 bruke en indeks i ved kurven ¢;(¢) i l| vil bli forklart pa side
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TA

Figur 5.4: En kurve f(t) i stiplet grgnnt og en 3.-grads polynomkurve (heltrukken rgdt)
som er en hermiteinterpolasjon av f ved t; og ti11 og med vektorene f'(t;) og f'(ti+1).

Sa ordner vi uttrykket slik at det fremstar i en annen form

ci(t) = (1 —3Wi( 1) +2wi(t)*) f (1)

<3W1 —2w;(1) )f(tiﬂ)

+ (i1 — 1) (wil0) (1) = 2wi0)* £ () + wi (1) £ (1))
+ (i1 — 1) (Wit f (1) + i) ' (6141)) -

Dermed er de kubiske polynomene na omformulert til det vi kaller en geometriske form:

ci(t) = f(t:)Hiz0(t) + f(tis1)Hiz 1 () + f () Hiz2(0) + f (ti1)Hi 3 3(2) (5.12)

hvor
Hizo(t) = 2wi(t)® —3wi(t)*+1,
Hl7371(t): —2Wl(l‘) —|—3W,‘( )2,
(5.13)
Hizo(t) = At (wilt)? —2wi(t)? +wi(t)),
Hiz3(t) = Ay (w,(t) —wi(t) ),
og hvor
t—t
wi(t) = —, og A=ty —1 (5.14)
tip1 — 1

I (5.12) er na start- og sluttpunktene og deres respektive 1.-deriverte koeffisientene. Ba-
sisfunksjonene, (5.13)), er definert ved hjelp av en reparametrisering med en translering
og skaleringsfunksjonen w;(t) (5.14), som vi senere vil finne med en ekstra indeks i defi-

nisjonen av B-splines, (6.11) i kapittel[6.3]

Sammenligner vi basisfunksjonene i (5.13]) med hermitebasisfunksjonene i (4.19) pa side
ser vi at de er di samme, med unntak reparametriseringa, dvs. at ¢ er byttet med w;(r)
og at de to siste basisfunksjonene er skalert med parameterintervallet.

Merknad 5.1. Legg merke til at i et system med homogene koordinater, som vi finner i
grafiske systemer som f.eks. OpenGL, vil bade translasjon og rotasjon fungere godt for
alle fire koeffisientene i hvis de to fprste koeffisientene gjenkjennes som punkt og de
to siste som vektorer.
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«

Vg

Figur 5.5: En Catmull-Rom spline plottet som en grgnn kurve. Den interpolerer 9 punkt
som alle er markert som sma sirkler. Tangentvektorene vises som rgde piler.

5.5 Taylor-ekspansjon

Dette er en slags hermiteinterpolasjon, men ble fgrst introdusert som en rekke av Brook
Taylor i 1715. Hvis vi bruker et 3.-grads polynom som eksempel og starter med Newton-
polynomene (5.7), og deretter endrer formelen fra & interpolere fire forskjellige punkt til
a interpolere det samme punktet fire ganger, dvs.

f(#) = flto] + (¢ —t0) fto, 0]
+ (¢ —10) (t = 10) fto 10, 0]
+ (t —10)(t —10) (t —10) flto,10,10,10]-
og hvis vi sa erstatter dividerte differanser i henhold til far vi

f(t) = flto) + (t —10) f(0) + (¢ —lo)zw +(t —lo)3fm6(t0).

Uttrykket for Taylor-ekspansjonen pa generelle “analytisk" funksjoner er

= r(n)
0=y 206y

n=0

5.6 Hermitesplines

Formelen i (5.12) tar utgangspunkt i to punkt med tilhgrende deriverte. Det er imidlertid
mulig a utvidet den med flere punkt og deriverte over et stgrre omrade og forhapentlig
genererer en god approksimerer av en originalkurve. Ulempen er imidlertid at resultatet
er en polynombasert kurve av hgy polynomgrad.

En annen mate a gjgre det pa er a lgsne pa kravet om kontinuitet i interpolasjonspunktene
og bare kreve en glatt kurve, dvs. C!. Vi lager da separate 3.-grads kurver i hvert inter-
vall mellom interpolasjonspunktene, men som da er limt sammen med at de har felles
1.-deriverte i skjgten, interpolasjonspunktet. Det er ogsa mulig a bruke 5.-grads kurver
og felles 1.- og 2.-deriverte i skjgten, jmf. (4.25) i kapittel 4.3] Dette ble tidligere kalt
“oskulatorisk interpolasjon'ﬂ men i dag kalles det vanligvis hermitesplines.

3Gjentatt interpolasjon ved et punkt ble kalt “oskulatorisk interpolasjon" siden det gir hgyere enn fgrste
ordens kontakt mellom funksjonen og dens interpolant, “osculari" betyr & kysse pa latinsk, side 7 i [37].
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En hermitesplines er en sekvens av kurver av polynomer med grader opp til d (oddetall)

som er C*7" -glatt over hele domenet. Kubiske hermitesplines som er C'-glatt er meste
vanlig. Det er n delkurver, {c;(¢)}?-,, hvor hver delkurve er definert av 1D Det fglger
dermed at en spline er unikt definert av n+ 1 skjgtverdier {#;}"" ,, samt n+1 punkt

{f@t)}, ogn+1 vektorer {f'(;)}_,, hvor normalt n > 2.

Noen ganger er ikke 1.-deriverte (tangenter/hastighetsvektorer) gitt eller tilgjengelig, der-
for er det utviklet flere strategier for a lage glatte kurver uten gitte deriverte:

¢ Kardinal-spline er en kubisk hermitesplines hvor tangentene/1.-deriverte i skjgtene er
definert av vektoren mellom punktene fgr og etter det gjeldende punktet og skalert med
en strammningsverdi. Dette gir en kurve mellom to punkt som tar hensyn til punktene fgr
og etter, og som da gir en kurve som oppfgrer seg glatt og naturlig. Dvs. gitt n+1 punkt
Do, ---» Pn, Som skal interpoleres med n kubiske kurvesegmenter, hvor hver kurve starter 1
pi og slutter i p;+; og med med starttangent v; og slutttangent v;; 1, og hvor tangentene er:
lit1 —li-1
Viz= T ¢ (Pi+1—pi-1)-

Den fgrste og den siste tangenten vy og v, ma enten vere gitt, eller vi kan bruke (7} —
1) ¢ (p1 — po) og (ty —ty—1) ¢ (pn — pn—1). Videre er ¢ en konstant som endrer lengden
pa tangentene (stramming). Det fglger at ¢ > 0.

4 En Catmull-Rom splines (se [20]) er en kardinal-splines med strammingsparameter
¢ = 1. Figur[5.5] viser et eksempel pa en Catmull-Rom splinekurve laget av 9 punkt.

4 En annen splines relatert til kubisk hermitesplines er “kubisk Bessel-spline" (se [37]).
Her velger man vektorer/tangenter som er den deriverte i #; av et 2.-grads-polynom som
interpolerer i t;_1, t;, t;+1 med bruk av et newtonpolynom, dvs. andre ordens dividerte
differanser (5.5). Dette gir tangentene

_ A flto ]+ A fE ]
Ati_ 1+ At 7

Vi

som viser at Bessel-interpolering ogsa er en lokal metode.

4 Enda en lokal metode er Akimas interpolasjonsmetode fra 1970 (se [2]]). Akima valgte
a beregne tangentene ved,
b Vil St ti] +wisy fltistip]

;= .
Wi 1+ Wit

hvor
wi = |f [tjstjer] = f -85
5.7 Kubisk splineinterpolasjon

Det er imidlertid en annen klassisk"interpoleringsmetode, som bruker stykkevise polyno-
mer og som har en hgyere grad av kontinuitet, nemlig kubisk splineinterpolasjon (se [37]).

4Schoenberg (se [141]]) definerer Kardinal-splines som klassen av polynomiske splines pa R med en
uendelig skjgtvektor av etterfglgende heltallsverdier og hvor alle skjgtintervaller fglgelig er 1.
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Denne metoden er ikke lokal, sa endringer har ikke bare en lokal innvirkning. Beregnings-
kostnadene er imidlertid bare litt hgyere enn for de lokale metodene fordi matrisen som
skal Igses er en bandsmatrise med kun 3 diagonale elementer.

S hvis vi gnsker en C2-glatt funksjon, kan vi fortsatt ta utgangspunkt i kubisk hermi-
teinterpolasjon, men vi avstar na fra a spesifisere de 1.-deriverte i de indre skjgtene. I
stedenfor gitte vektorer sier vi at:

() =cl(t) for i=12,...,n—1, (5.15)

og bruker sa disse til 4 lgse et system med line@re ligninger, dvs. invertere en (n— 1 x n—
1) matrise, for & finne de deriverte i de interne skjgtene, som er

ci(ty), i=12,...n—1.
For a finne ligningene for kubisk splineinterpolasjon tar vi (5.11) og deriverer den to

ganger, merk at i (5.11)er alt unntatt (¢ — #;)/ konstanter. P4 to nabo-kurvesegment bruker
vi sa betingelsen (5.15) i skjgten mellom dem. Vi far da fglgende matrise/vektor-ligning:

Ax =Db, (5.16)
dvs.
2 1—7(‘1 0 0 Cll(l1> by
Ao 2 1-4
0 A3 0 =
: 1—A,» : :
0 0 7Ln_1 2 C:l_l(tn—l) b,
Her er A
ti
= _— b; =3pB; — &;, 5.17
1 Ali,1+Ati’ Og ﬁl ( )
hvor
Bi = Ai fltir,ti] + (1= 4) fltitiva], (5.18)
0og
ll 06(1‘0), 1= 1,
0 = 0, I<i<n-—1, (5.19)

(1—=2p—1) ¢, 4(ta), i=n—1.

I (5.19) kan vi se at vi trenger a vite (eller estimere) tangentene ved starten og slutten
av splinefunksjonen. Denne friheten fgrer til flere typer grensebetingelser. 1 [37] er flere
mulige grensebetingelser nevnt.

En annen mate & organisere likningene pa og som fgrer til en annen type grensebetingelse
er a angi den 2.-deriverte i endene. Ligningen er den samme som den i (5.16]), men dimen-
sjonen til matrisen vil na veere n+ 1 x n+ 1. Start- og slutt-tangentene, og 2. deriverte, er
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_ N 4

Figur 5.6: Fri-ende betingelsen er brukt i det gverste eksempelet, det vil si at den 2.-
deriverte er null ved start og slutt, dette kan tydelig sees pa figuren. Horisontale tangent-
vektorer er brukt som endebetingelser er gitt i det midterste eksemplet. Tangentvektorer
som begge er 45° opp til hgyre er brukt som endebetingelser i det nedre eksemplet.

na inkludert i en nye fgrste og en ny siste linje i matrisen (beregnet fra en andrederivert

av (5.11). Vi far na
2 1 0 . . 0 Cé)(tO) bO
M 2 1—X4

0 A 2 1-A

0
: 7Ln71 21— An,1 C;—l (tn—l) :
0 - .. 0 1 2 €1 (tn) by

Her er A definerti (5.17) og B er definert i (5.18)), men na er
3fTto,11] — <5 (10), i=0,
b = 36;, 0<i<n, (5.20)

3ftn—1,ta] — At’;lcg_l(tn), i=n.

Hvis, i (5.20), c{(to) = c)_,(t,) = 0 (eller en null-vektor) har vi en sékalte fri-ende be-
tingelse, og splinekurven er en “naturlig splines" med en oppfersel som er ganske lik en
ekte fleksibel staVE]I figur [5.6/er det et eksempel pa kubisk spline-interpolering med frie
ender (den gverste kurven). Som vi ser i figuren er krumningen null i endene. I de andre to

SFor 4 tegne kurver, spesielt i skipsbygging, brukte tegneren ofte lange, tynne, fleksible strimler av tre,
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Figur 5.7: Den rgde kurven vi kan se mellom punktet p; og pi.| er et segment av en
sirkelsplinekurve. Mellom punktet p; og pi+1 er deler av to sirkelbuer, en grgonn og en
bla, blendet til det rgde kurvesegmentet. Som vi ser er det rgde kurvesegmentet mellom

punktene p; og pi+1 entydig definert av de fire punktene: p;_1, pi, Pi+1 08 Pi+2--

eksemplene er endebetingelsene gitte tangenter ved start og slutt. Det faktum at energien
(eller tilneermingen og forenklingen ved & bruke ¢ (¢) i stedet for krumning) minimeres av
en tredjegrads splinefunksjon (i Sobolev rommet H?(a,b)), dvs. min [ f " (t)|?dt, er pa
en mate illustrert i figuren. Vi kan faktisk se fra plottene i figur[5.6|at fri-ende betingelsen
gir “den minste krumningen".

I fglge Schumaker [142] 1a Euler og Bernoulli-brgdrene allerede pa midten av 1700-tallet
merke til at formen til en fleksibel stav blei svaert godt beskrevet av 3.-grads-polynomer.

5.8 Sirkelsplines

11996 publiserte Hans-Jorg Wenz [[164]] en interpolasjonsmetode basert pa a blende sirkel-
buer. Gitt en sekvens av punkt {p;}!"_ . T hvert punkt p;, i=1,2,...,n—1 (ikke endepunk-
tene) finnes det en sirkelbue ¥;(u), u € [0, 1];—; + [0, 1];, som starter i p;_i, interpolerer
pi og slutter 1 p;;1, men som da er parametrisert fra O til 1 separat 1 hver av segmente-
ne [pi_1,pi] og [pi, pi+1]. For & lage et glatt kurvesegment mellom to punkt p; og pit1,
i=0,1,...,n—1, brukte Wench et svart enkelt blendingsskjema,

ci(t)=(1-1 1) ( 191,-?(12) )

Merk at til tross for at han brukte en linezr blendingsfunksjon, er kurven G!-glatt fordi
hver bue interpolerer tre punkt og den utvidede hermiteinterpolasjonsegenskapen, som vil
bli forklart i teorem [7.2] (pa side|119) forteller oss at dette gker kontinuiteten med én.

Wenz ble fulgt av Marta Szilvasi-Nagy og Teréz P. Vendel, [154]. De forbedret blendings-
skjemaet ved a erstatte den lineere blendingsfunksjonen med en trigonometrisk blen-
dingsfunksjon b(t) = sin* (%) og som gir en G*-glatt kurve

) sin? (%)) ( ﬁigt()t) )

plast, eller metall kalt en rei i Nord-Norge (spline pa engelsk). Den fleksible staven ble holdt pa plass
med blyvekter. Elastisiteten til materialet kombinert med begrensningen som kontrollpunktene (skjgtene)
medfgrte, far stanga til a ta en form som minimerer energien som kreves for & bgye den mellom de laste
punktene, og dermed anta “en glattest mulig" form (ifglge elastisitetsteori).

ci(t) = ( cosz(

NG
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Figur[5.7]viser et eksempel pa & konstruere en sirkelsplinekurve ved & blande to sirkelbuer.
I eksempelet er det den trigonometrisk blendingsfunksjonen som er brukt.

For a unnga lgkker og cusps introduserte Carlo Séquin, Kiha Lee og Jane Yen en an-
nen blendingsteknikk 1 [147, [146]. De bruker i utgangspunktet en trigonometrisk blen-
dingsfunksjon. De bruker den imidlertid ikke direkte slik som Nagy og Vendel, men til a
beregnet retningsvinkelen 7(¢) fra 7; og 71,

hvor vinkelen 7; er vinkelen mellom linjestykket [p;, pi+1] og tangenten ¥/(0), dvs. tan-
genten i starten av den fgrste sirkelbuen. De tenker seg sa et plan som gar igjennom
linjestykket [p;, pi+1]. Dette planet roterer fra ogsa a ga gjennom [p;_1, p;| til ogsa a ga
igjennom [p; 1, pi+2]. Rotasjonen er da gjort med hjelp av den trigonometrisk blendings-
funksjon. De beregner deretter posisjon pa kurven c;(u) ved & beregne vinkelen ¢ mellom
linjestykket [p;, pi+1] og linjestykket [p;, ci(¢)] i det roterte planet,

o(t) = (1-1)(r),
og distansen |c;(t) — p;| ved

_sin(urt(t),
|Ci(l)—Pi|—W|Pz+1 pil-
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Kapittel 6

B-splinekurver

I dag er splinekurver synonymt med B-splinekurver. B-splines er de facto industristandar-
den for modellering i datastgttet design. B-splines er en mate a representere polynomiske
splines pa. Den kobler polynomiske splines til hjgrnekuttingsteknikker, som igjen indu-
serer mange nyttige egenskaper. I dette kapittelet skal vi ta et dypdykk inn i polynomiske
B-splines, men vi starter med en oversikt for a gi en idé om hva B-splines er.

B-splines er 1 utgangspunktet et sett med “lokale" basisfunksjoner som sammen summerer
til 1 over hele domenet. Hver basisfunksjon er koblet til ett kontrollpunkt. Formelen er,

n—l n—1
c(t)=Y cibai(t), hvor Y bgi(t)=1, nar 15<t<ty,
i=0 i=0

og der ¢; er n punkt som sammen danner et kontrollpolygon, og der b, ;(t) er basisfunksjo-
nene, d er polynomgraden og T = {ti}l’.’iod er en vektor av skjgtverdier. Basisfunksjonene
danner sammen et splinerom, og er definert av en sekvens av skjgtverdier og en polynom-
grad. Domenet er begrenset til [t4,1,] fordi det er der basisfunksjonene summerer opp til 1.

En viktig egenskap er at B-splines er C?~!-kontinuerlig over ikke-multiple skjgtverdier.

Vi skal se pa et eksempel. Gitt en skjgtvektor T = {0,0,0,0,1,2,3,4,5,6,7,7,7,7}. Sam-
men med graden d = 3 genererer den 10 basisfunksjoner som er vist i figur[6.1] I figuren
ser vi at det er 7 intervall mellom skjgtene. Inne i hvert intervall er det 4 aktive basisfunk-
sjoner. Vi introduserer sa et sett med 10 kontrollpunkt p;, i =0,1,...,9.

b, )
! (Z.,m by @ by by b g 0

t

t.e ;) . py . p3 . I e

fe t t ¢ t t t e
4 5 6 7 8 9 11

tf’ lu’

t()' t13'

Figur 6.1: Et sett av 10 3.-grads B-spline (basis) funksjoner b3 ;(t), i=0,1,...,9, defi-
nert av en vektor med 14 skjptverdier, alle merket som rgde kuler.
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Figur 6.2: Vi ser en 3.-grads B-spline kurve der de 7 delene har forskjellige farger.
Kontrollpunkt og polygon er markert. De rode kulene markerer posisjonen til skjptverdier.

Resultatet vises i figur [6.2] Vi ser de 10 punktene p; markert som svarte femkanter, vi
ser det stiplede svarte kontrollpolygonet og den C?-glatte splinekurven c3(¢). Hver del av
kurven er plottet i forskjellige farger. De rgde kulene er der parameterverdien er lik en av
skjgtverdiene t;, i =4,5,...,9. Hver av de 7 delene er en polynomkurve og vi kan finne
formelen pa bézier-formatet. Pa grunn av det lokale parameterdomenet til basisfunksjo-
nene b3, (t) ser vi fra figur at hvis vi flytte p, vil bare den bla, den oransje og den
grgnne kurven i figur[6.2] bli pavirket.

6.1 Historien om B-splines

Vi gar na mer enn et arhundre bak i tid. Behovet for bedre og glattere interpolanter i noen
applikasjoner fgrte pa slutten av 1800-tallet til utviklingen av interpolasjonsformler basert
pa stykkevise polynomer, sakalte osculatoriske interpolasjonsteknikker , hvorav de fleste
dukket opp i aktuarlitteraturen, Greville [81]]). Et eksempel pa dette er formelen foreslatt i
1899 av Karup [96]]. Formelen resulterer i en stykkevis 3.-grads polynominterpolant som
er kontinuerlig, og kontinuerlig differensierbar, overalt. Ved a bruke denne formelen er
det mulig a reprodusere polynomer opp til 2. grad. Et annet eksempel er formelen fore-
slatt i 1906 av Henderson [89] og som ogsa gir en kontinuerlig differensierbar, stykkevis
3.-grads polynominterpolant og som er i stand til a reprodusere polynomer opp til 3.
grad. Et tredje eksempel er formelen publisert i 1927 av Jenkins [93]]. Den resulterende
komposittkurven er stykkevis 3.-gradspolynomer som er to ganger kontinuerlig differen-
sierbar. Denne kurven er imidlertid ikke en interpolant. (Alle disse formlene finnes i [81]]
og [125].)

Behovet for praktisk anvendelige metoder for interpolasjon eller glatting av empiriske
data var drivkraften til Schoenbergs fgrste studie av emnet. I artikklene hans fra 1946 [[138,
139] bemerket han at for hver oskulatorisk interpolasjonsformel brukt pa ekvidistante
data, hvor han antok at avstanden var 1, eksisterer det en symetrisk (om y-aksen) funksjon
®: R — R, som gjgr at en formel kan skrives som

=Y a—)) 6.1)

]:—OO
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hvor @, som han kalte basisfunksjon, bestemmer fullstendig egenskapene til den resulte-
rende interpolanten og avslgrer seg selv nar den fgrste formelen brukes pa impulssekven-
sen definert av ag = 1 og a; = 0, Vk # 0. I analogi med Whittakers kardinalserie [165]],
viste Schoenberg til det generelle uttrykket som en formel av kardinaltypen, men
bemerket at den grunnleggende funksjonen til kardinalserien, ®(x) = sin(7x)/(mx), er
utilstrekkelig for numeriske formal pa grunn av sin lav dempningsrate. Basisfunksjone-
ne involvert i Waring-Lagrange interpolasjon, derimot, har begrensende egenskap ved a
vare hgyst kontinuerlig, men ikke kontinuerlig differensierbar. Han pekte deretter pa de
glatte kurvene som ble oppnadd ved bruk av en mekanisk splineE] og hevdet at disse er
stykkevise kubikk-kurver med kontinuerlige 1.- og 2.-deriverte, og fortsatte deretter med
a introdusere forestillingen om en matematisk spline:

Definisjon 6.1. En reell funksjon f definert for alle reelle tall x kalles en splinefunksjon
(kurve) av orden k og betegnet med Sy hvis den har fplgende egenskaper:
i) den er satt sammen av polynom-kurvestykker av grad hgyest d =k — 1,
ii) den er C*=2-glatt, dvs. at f har k — 2 kontinuerlige deriverte,
iii) de eneste mulige skjotverdier til de forskjellige polynom-kurvestykkene er x = k hvis
k er partall, ellers hvis k er oddetall x = k + % .

Merk at disse kravene tilfredsstilles av kurvene fra den tidligere nevnte formelen foreslatt
av Jenkins, og ogsa studert av Schoenberg [138]], og som utgjgr et av de tidligste ek-
semplene pa en splinegenererende formel. Merk ogsa at hermitesplines og dens avledede
splines ikke oppfyller alle kravene.

Etter a ha definert splinekurven, fortsatte Schoenberg a bevise at enhver splinekurve Sy
kan representeres unikt pa formen

Sk(x) =Y ajMi(x—j), (6.2)
j:—oo
for passende verdier av koeffisientene a;. Det finnes ingen problemer med konvergens

siden, som vi vil se nedenfor, My (x) er O for |x| > k/2. Dermed er (6.2) den mest generelle
representasjon av S for alle mulige sett av {a;}.

Her betegner M, : R — R en séakalt sentral B-spline av grad d = k — 1, som Schoenberg
definerer som det inverse Fourier-integralet

1 = [sin(w/2)\* .
Mi(x) = — ——=2) ¢'d 6.3

(x) 27:/_00< /2 ) ¢a, ©.3)
og, nar den blir gjort eksplisitt bliIEI

'Bruken av ordet “spline" for en fleksibel stang kan spores tilbake til skipsbygging i det 18. drhundre.
opprinnelig var det et gst-anglisk dialektord. Fleksible stenger (spline) har blitt brukt av skipsbyggere over-
alt i sveert lang tid. I Norge er det faktisk 3 varianter av navnet, avhengig av hvor verftet ligger. I nord (hvor
denne forfatteren har sin erfaring) kalles det “rei", uttalt og relatert til engelsk ray, som i “ray-tracing".

2Scoenberg bemerket at hadde blitt vurdert eksplisitt for lave verdier av k av forskjellige forfatte-
re, blant annet S. Bochner i forelesninger om Fourier-analyse i 1936. I en artikkel av Butzer, Schmidt og
Stark [[18] er flere tidligere arbeid om B-splines nevnt som sannsynligvis ikke er kjent av Scoenberg. Blant
disse er Maurer i 1896 [[121] (diskuterer en funksjon relatert til den sentrale B-splinefunksjonen til Schoen-
berg), Sommerfeld i 1904 og 1929 [150] (gjgr en geometrisk tolkning, en Box-spline-lignende metode for
a konstruere B-splines) og Brun i 1932 [[17]] utvikler en rekursiv hjgrnekuttingsmetode som de Casteljau.
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1 _
My (x) = (k_l)!SkxlfF Y

der 87 er p.-ordens sentrale differensoperatorﬂ og X't angir den en-sidige potensfunksjo-
nen definert som

o _{ X", hvis x>0
T 1 0, hvis x<0O.

Rett etter at disse f@rste artikklene [[138],139] ble skrevet, ble mulighetene for en utvidelse

til ikke uniforme skjgtverdier antydet av Curry 1 hans revju, [31], av Schoenbergs artikkel.

Og i et abstrakt, [32], ble B-splineﬂ for vilkarlige skjgter introdusert. Hele artikkelen

ble skrevet i 1946-47, men ble fgrst publisert 20 ar senere [33]. Curry og Schoenbergs

definisjon av B-splines er som fglger,

Definisjon 6.2. En B-spline benevnt som My(x) er definert av k+ 1 gkende reelle tall
X0, - - -y X, der xo < Xy, dets eksplisitte uttrykk er

M( )mi y (6.4)
XiX0, .- X ) = ——— .
(X3 X0 k L o)

hvor

oOx)=(x—xp) - (x—x,) se(d.2). (6.5)

Curry og Schoenberg slo fast fglgende egenskaper for B-splines:

1) Det viser seg at de er klokkeformede.

2) De er ogsa projeksjonene pa x-aksen av volumene til passende n-dimensjonale sim-
plekser.

3) Ved hjelp av Brunn’s teorem ser vi at en geometriske tolkningen gir konklusjonen - at
B-splinefunksjonen er logisk konkav.

4) Vi ser at de danner en basis for alle splinefunksjoner av grad n — 1 med gitte skjgtver-
dier.

5) De kan defineres med multiple skjgter.

6) B-splines My (x) (slik den er definerti ) er frekvensfunksjoner, som betyr at de er
ikke-negative og deres integral over R er 1

I figur [6.3] er det en kopi av en skisse fra Curry og Schoenberg, [33], av seks kvadratiske
B-splines, dvs. nar (k = 3), som er definert av 9 skjgtverdier, og hvor noen av dem er like.
De seks B-splinefunksjonene er:

30fte kallt Sheppard’s sentrale differensoperator & (se [[148])), definert av

59(6)=0(6+5)—9(6—2)

og
579(6)=8"19(E +5) 8" 96~ 1). p>1,

for enhver funksjon ¢ : R — R til enhver £&. M4 ikke sammenblandes med hgyresidig differensoperator.
4Curry og Schoenberg kalte dem faktisk fgrst de fundamentale splinefunksjonene. Navnet B-spline re-
fererer til basis-splines fordi de danner en basis for spline-funksjoner, noe som ble bevist av Curry og
Schoenberg i [32]. I [140], publisert i 1967, brukte Schoenberg navnet B-spline.
SNB! Moderne B-splines skaleres pa en annen méte fordi i CAGD er partisjon av enheten (at de sum-
merer opp til 1) en mye viktigere egenskap. Dette fordi affine avbildninger da kan brukes, se side@]
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0 1 2 3 4

Figur 6.3: En kopi av en skisse fra Curry og Schoenberg [33] av seks kvadratiske B-
splines definert av 9 skjpverdier; xy =x0 =0, x3=1, x4 =2, x5 =x¢ =3 0g X7 = x3 =
X9 = 4,

M;(x) = M3(x;0,0,1,2), M;y(x) = M3(x;0,1,2,3), Ms(x) = M3(x;1,2,3,3),
My(x) = M3(x;2,3,3,4), Ms(x) = M3(x;3,3,4,4), Mg(x) = M3(x;3,4,4,4).
Den klassiske utvidede definisjonen av dividerte differanser, (5.1)), sier fglgende

n

Vi
05Y1y--+5¥n] = 7 ) 6.6
Vos Y1y V) i;)w ) (6.6)

hvor @(x) er definert i (5.2)), og er den samme som i (6.5).

Uttrykk er pa en mate lik 1) bortsett fra at 1 1b erstatter funksjonen (x, — x)lffl
skalarene i telleren i (6.6). Vi méa derfor klargjgre notasjonen. En dividert differanse-
notasjon av en B-spline, My (x), er derfor

My (x;x0, - - -, Xg) :k('—x)’ffl[xo,...,xk]. (6.7)

Notasjonen kalles en “plassholder"-notasjon og en mer detaljert beskrivelse av denne no-
tasjonen finnes pa side 108 i [37].

Dividerte differanser er definert rekursive, sa det er derfor naturlig a prgve a utvikle en
enkel rekursiv algoritme for a regne ut B-splines. Dette ble gjort i 1972 av minst tre for-
skjellige forfattere omtrent samtidig. Cox [29] laget det for enkle skjgter. Resultatet for
generelle skjgtverdier krediteres deBoor [36]. I sin artikkel nevnte han at Louis Mansfield
ogsa hadde oppdaget rekursjonen. I samme artikkel introduserte deBoor ogsa derivasjons-
formelen for B-splines. Noen andre viktige algoritmer i splinehistorien er; skjgtinnsetting
introdusert samtidig 1 1980 av Boehm [[15] for enkeltskjgter og av Cohen, Lyche og Rie-
senfield [23]] for generell skjgtinnsetting, gradheving som kom 1 1985 av Cohen, Lyche og
Schomaker [24]. Det bgr selvfglgelig nevnes at Paul de Casteljau i 1959 utviklet en algo-
ritme for beregning av bézierkurver (men den ble kun publisert i en intern Citroé-rapport
[38]]) og at Pierre Etienne Bézier i 1966 publiserte konstruksjonen av bézierkurver/flater
(12, 13]. Bézierkurver er B-splinekurvene uten indre skjgter.

Som en siste historisk bemerkning i denne seksjonen kan den nevnes at ifglge Farin [64]]
undersgkte N. Lobachevsky sa tidlig som i det nittende arhundre B-splines som konvo-
lusjoner av visse sannsynlighetsfordelinger (over en svert spesiell skjgtsekvens). Ogsa



80 KAPITTEL 6. B-SPLINEKURVER

Peano’s kjerne for 3.-differanse gir en 2.-grads B-spline, som det er et plot av pa side
73 i Davis-bok fra 1963, [35]]. Navnet spline refererer til en mekanisk fleksibel stav som
minimerer energien nar den bgyes. Dette kan formuleres som et uttrykk som minimere
kvadratet av krumningen, dvs.

Xn
min / K (s)%ds. (6.8)
S=X()
En kubisk splinefunksjon tilfredsstiller nesten formelen, men hvor den andre deriverte er-
statter krumningen. Dette er selvfglgelig ikke det samme som (6.8), men hvis hastigheten
er ner 1 over hele kurven, er dette en ganske god tiln@rming. Det finnes arbeider for a
finne en bedre tiln@rminger, f.eks. Mehlum 1 [123] [124]. Hvordan man bruker begrepet
spline er derfor ikke apenbart. Det burde muligens pa en eller annen mate vere en tilnzr-
ming til en fleksibel stav (spline-enhet), enten det er en optimal eller ikke optimal lgsning
i henhold til en funksjonal. I dag er det mest vanlig a tenke pa splines som stykker/deler
som skjgtes sammen til én kurve eller flate med kontrollert glatthet.

Dette fgrer oss til moderne normalisert B-splines. I neste seksjon skal vi se nermere pa
definisjoner, notasjonen og algoritmene som er viktige for B-splines slik den brukes idag.

6.2 Moderne B-splines

Moderne B-splines har flere uttrykk. Det er for eksempel blomstring som ble introdusert
av Ramshaw [134], og i en annen form av de Casteljau [41]. Han kalte det polar form. I
denne seksjonen skal vi fgrst se pa B-splines pa det vi na kan kalle den “klassiske maten",
og vi skal se pa noen eksempler og til slutt skal vi se pa B-splines-algoritmer. Men for
ikke a ga oss vill i indekser, skal vi noen ganger bruke matrise/vektor-formuleringer.

Det er flere forskjellige B-spline-notasjoner i bruk. De vanligste er,

bai(t) =b(t;ti,. .. tivar1), eller by;(t) =Db(t:t;,. .. tisk).

der d er polynomgraden, k = d 4+ 1 er ordenen, dimensjonen til funksjonsrommet. B-
splines er her synonymt med normaliserte B-splines, som betyr at alle B-splines definert
pa en uendelig skjgtsekvens summerer opp til 1 (danner partisjonen av enhet). I praksis
betyr det. .
J
Y bt ti) =1, <1 <tj. (6.9)
i=j—k
Sammenlignet med de originale Curry-Schoenberg B-splines M (t;1;,...,t;1) har vi der-
med fglgende forhold (en visuelt sammenligne kan sees i figur [0.4)

tivk— 1
M
k

Merk at for ikke multiple heltallsskjgter, dvs. (1,2,...) er b(¢;t;, ... . tiix) =M(t3t;, ... tivk)-

b(tity, ... tivgk) = (t3tiy - tivi)-

Dette fgrer til fglgende definisjon av B-splines, som vanligvis kalles Cox-de‘Boor rekur-
sjon-formelen, men er noen ganger ogsa kalt Mansfield-Cox-de ‘Boor:
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Figur 6.4: Vi ser to plott av seks 2.-grads B-splines som begge er definert av de 9 skjpt-
verdiene som er brukt i figur|6.3y t1 =) =0, 13 =1, 14 =2, ts =1 =3 0gt1 =13 =19 = 4.
Den gverste figuren er de originale B-splines fra Curry og Schoenberg [33], skissert i figur
6.3] 0g hvor integralet av hver basisfunksjon (arealet) er 1, dvs. de er frekvensfunksjoner.
De nederste er moderne B-splines som danner partisjonen av enhet, det vil si at de sum-
merer opp til 1 der det er et komplett sett med basisfunksjoner, dvs. at k basisfunksjoner
er forskjellige fra null, der k er ordenen (dimensjonen til funksjonsrommet). Skalaen er
lik for begge plottene. Merk at M = by 5 fordi skjptene er {0,1,2,3}, dvs. ikke-multiple
heltallsverdier.
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Definisjon 6.3. For en gitt grad d, orden k =d + 1, og k+ 1 reelle og pkende tall
{tistis1,... tisx } dertiy; > t; (de trenger ellers ikke veere strengt pkende), er en B-spline
av grad d definert av rekursjonsformelen:

b(t;l‘l‘, . 7ti—|—k> = Wdﬂ'(l‘) b(l‘;li, e 7ti+k—1) + (1 - Wd.,i—i—l(t)) b(t;li+] e 7ti+k) (6.10)
hvor termineringen av rekursjonen er

o )L <<ty
b)) = { 0, ellers,

0g hvor den linecere translering og skaleringsfunksjonen er
. t—t

tiva—1i

wa,i(t) 6.11)

Under fglger en liste over de grunnleggende egenskapene til b(z;t;, ..., t;1 ).
P1. Hver basisfunksjon b(¢;1;,...,t;,4) er positiv pa (¢;,1;1;) og null ellers.

P2. Settet med basisfunksjonene b(t;t;,...,t;;) for i = j—d,..., j danner en partisjon
av enhet pa [t;,741), dvs.

1

J
Z b(t;li,...,li+k)=1, tj§t<tj+1.
=j—d

P3. En B-spline b(t;1;,...,t;1) er C"(R) hvor r = d — s og s er maksimal multiplisitet i
skjgtene t;, ...t 1, dvs. maksimalt antall av like skjgtverdier.

P4. En B-spline b(¢t;t;,...,t;14) er, ved enkle skjgtverdier “klokkeformet", dvs. den v'¢-
deriverte b (t;1;, ... ,t; %) (for v=1 og opp til v =d — 1) har ngyaktig v nullpunkt
pa intervallet (¢;,2; ). Ved enkle skjgter er alle disse nullpunktene forskjellige.

6.2.1 Skjgtvektorer

En skjgtvektor er et sett med reelle tall med gkende verdier. Intervallet mellom to skjgte-
verdiene beskriver domenet for hver polynomfunksjon. Disse funksjonene skjgtes sam-
men i skjgtverdiene. Dette er vist 1 figur og der de rgde sirklene markerer c(t;),
altsa hvor pa kurven skjgtene er, og dermed hvor to kurvedeler er limt sammen. Antallet
like skjgtverdier (multiplisiteten) forteller graden av kontinuitet over skjgten.

En skjgtvektor

er et sett med gkende skjgtverdier som sammen med en polynomgrad d definerer et
sett av B-splines/basisfunksjoner, dvs. et splinerom. I [[6.9] er kravet om at summen
av basisfunksjonene skal vare 1 gitt (partisjon av enheten). Det fglger dermed at det
ma vare d + 1 aktive basisfunksjoner i alle skjgtintervall. Det betyr at; for en gitt
skjgtvektor T = {ro,11,...,t,14} er derfor domenet til enhver B-splinefunksjon/kurve
av grad d, som er basert pa denne skjgtvektoren, avgrenset til [t;,7,].

En B-spline funksjon/kurve kan ha tre tilstander koblet til skjgtvektoren, apen, apen og
klemt eller lukket og syklisk. Disse vil bli beskrevet mer detaljert i neste seksjon.
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Figur 6.5: Tre 2.-grads B-splinekurver er plottet, @) er dpen, 3) er lukket og syklisk og
Y) er dpen og klemt. Ogsd B-splines (basisfunksjonene) og skjptvektorene (rgde prikker)
er plottet, og domenene er markert som heltrukne svarte linjer giennom de rgde kulene.

6.2.2 B-splinekurver - Apen, klemt eller lukket

B-splinekurver er en generalisering av bézierkurver. Vi skal 1 det kommende kalle en B-
splinekurve for ¢(7). Den er definert av en polynomgrad d, orden k = d + 1, og av en
skjgtvektor T = {19,171, ....,1,,.+ 4} 0g n kontrollpunkt. Den generelle formelen er

n—1
c(t) = Z cibyi(t), apen/klemt- r € [tg, t,] lukket- t € [tg, tyiq), (6.12)
i=0
hvor {c¢; ?:_01 , er en vektor av koeffisienter/kontrollpunkt. Disse punktene danner kontroll-

polygonet til kurven. by ;(¢) er settet med B-splines (basisfunksjoner) definert av skjgt-
vektoren 7, som har n + k skjgtverdier.

Som nevnt kan en B-spline kurve ha tre tilstander, apen, apen/klemt eller lukket/syklisk.
Hvis en kurve har n basisfunksjoner og da n kontrollpunkt, da er:

Apen - en kurve som er basert pa en ordinert skjgtvektor T = {ro,11,....,t,14} 0g hvor
domenet til kurven er begrenset til [t;,2,].

Apen og klemt - en apen kurve med en skjgtvektor T = {ro,11,....,t,14}, hvor de fgrste
k og de siste k-skjgtverdier er like, dvs. fo =t = ... =ty 08ty =tht1 = ... = lyiq,

Lukket og syklisk - er en kurve der skjgtvektor “biter seg selv i halen", dvs. er ogsa
C?~!_glatt over endene. Den har en skjgtvektor T = {to,t1,....,ty 14}, men domenet
er utvidet til [ty,1,14). Ttillegg ma 441 —tyri=tiv1—t, i=0,1,...,d—1.
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bz,z(t) bz,3(t) bz,4(t) bz,5(t) bgy(,(l) b2,7(l) b2 (f))”(t)
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Figur 6.6: Qverst er det et sett med 10 2.-grads B-spline funksjoner b, ;(t), definert av
en skjptvektor med 13 tall, alle tallene merket med rgde kuler. Nederst er det et sett med
10 4.-grads B-spline funksjoner by ;(t), definert av en skjptvektor med 15 tall.

I figur [6.5] ser vi tre 2.-grads B-splinekurver samt egne plott av de respektive basisfunk-
sjonene. Alle tre kurvene er basert pa de samme 6 kontrollpunktene. Kurven ) er dpen
og “ikke klemt", ) er lukket og syklisk og y) er apen og klemt.

En apen kurve kan vare klemt eller ikke klemt. En apen ikke-klemt B-splinekurve er
vist som kurve o) i figur Pa plottet til basisfunksjonene er domenet merket og er
[12,16], dvs. over 4 skjgtintervall. I plottet av kurven kan vi se at den starter og slutter i en
skjgtverdi mellom to kontrollpunkt.

En dpen og klemt B-splinekurve starter i den fgrste koeffisienten, og gar deretter ut i sam-
me retning som kontrollpolygonet. Den ender i den siste koeffisienten og kommer ogsa inn
i samme retning som kontrollpolygonet. I figur[6.5]er kurven ¥) et eksempel pa en klemt
B-splinekurve. Kurven starter og slutter ved f@rste og siste kontrollpunkt. 1.-deriverte ved
endepunktene fglger ogsa kontrollpolygonet og det er k = d + 1 like skjgtverdier ved start
og slutt. Denne typen B-spline kurver er den vanligste, og generelt hvis ingenting er
sagt, har vi denne typen kurve.

En lukket og syklisk B-spline kurve er vist som kurve ) i fi gur For de apne kurvene
o) og ¥) sa vi at domenet til begge disse var over 4 skjgtintervall. For den lukkede og syk-
liske kurven er domenet derimot over 6 intervall. Dette ser vi tydeligst i plottet av &) og
B) nederst i figur[6.5] Vi ser der at den &pne ikke klemte kurven er lik den lukkede sykliske
kurven over 4 skjgtintervall. De to ekstra skjgtintervallene i kurven f3) er parameterdome-
net som lukker kurven. Det fglger da at domenet til 8) er det halvipne intervallet [r,73).
Begrensningen pa skjgtvektoren er imidlertid at de to siste skjgtintervallene er lik de to
fgrste, dvs. 1] —tg =17 —1g 0g tp — 1] = 13 —t7, dette fordi B) er av grad d = 2. Generelt er
det d like intervall i starten og slutten.
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Figur 6.7: Fra venstre, en 2.-grads B-splinekurve c;(t) og en 4.-grads B-splinekurve
c4(t), begge laget av de samme kontrollpunktene. Rode kuler markerer interne skjgter.

Figur viser et sett med 3.-grads B-spline funksjoner basert pa en skjgtvektor 7 =
{0,0,0,0,1,2,3,4,5,6,7,7,7,7}. Den korresponderende figuren viser en kurve, som
er laget fra disse basisfunksjonene samt et sett med 10 kontrollpunkt p;, i =0,1,...,9.

Fra samme sett med kontrollpunkt lager vi sa en kurve med polynomgrad 2 basert pa
skjgtvektoren {0,0,0,1,2,3,4,5,6,7,8,8,8}, og en annen kurve med polynom grad 4
og en skjgtvektor {0,0,0,0,0,1,2,3,4,5,6,6,6,6,6}. I figur [6.6] ser vi plott av B-splines
basert pa disse to skjgtvektorene. I figur er B-splinekurver basert pa disse to settene
med basisfunksjoner plottet. Vi ser at 2.-gradskurven bergrer kontrollpolygonet pa grunn
av at i skjgtene er det bare to basisfunksjoner # 0, illustrert gverst i figur [6.6] Fglgelig er
bergringspunktene ogsa der hvor kurvesegmentene limes sammen. I 2.-gradskurven har
vi 8 segment, vises til venstre i figur[6.7} mens i 3.-gradskurven har vi 7 segment, vises i
figur[6.2] og i 4.-gradskurven 6 segment, vises til hgyre i figur[6.7]

En B-spline kurve har mange nyttige egenskaper, noen av dem er listet opp nedenfor.

1. En B-splinekurve ¢(7) er en stykkevis kurve der hvert segment er en kurve med grad
opptil d. Kurven er en union av kurvesegment definert pa hvert sitt skjgtintervall.

2. En klemt B-splinekurve starter i det fgrste kontrollpunktet og slutter i det siste kon-
trollpunktet. Videre forlater kurven det fgrste punktet tangentielt til linjen mellom
det fgrste og andre kontrollpunkt og kommer inn til det siste kontrollpunktet tan-
gentielt til linjen mellom det nest siste og siste kontrollpunktet.

3. B-splinekurver har en sterk “konveks omhyldningsegenskap". Det betyr at en B-
splinekurve er i sin helhet i den konvekse omhyldningen til sine kontrollpunkt.

4. En B-spline kurve har et lokalt modifikasjonsskjema. Det vil si at endring av posi-
sjonen til kontrollpunktet ¢; kun pavirker kurven c(¢) i intervallene [t;,2; ,¢].

5. En B-splinekurve c(t) er C¢~/ kontinuerlig i en skjgt med multiplisitet j. Det vil si
athvist; =t;1 = ... =ti4+j_1, sd er kurven C?~J kontinuerlig ved c(t;).

6. En B-spline kurve har en variasjonsminkende egenskap. Det vil si at i R?, skjerer
ingen rett linje en B-splinekurve flere ganger enn den skjarer kontrollpolygonet.

7. Bézierkurver er spesialtilfeller av B-splinekurver. De er klemte B-splinekurver pa
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Figur 6.8: En 3.-grads B-splinekurve og dens kontrollpolygon er plottet. En av kontroll-
punktene flyttes til venstre (rgd kule). For a illustrere den lokale kontrollen er den delen
av kurven som endrer seg stiplet.

Figur 6.9: En 3.-grads B-splinekurve og dens kontrollpolygon. En linje skjeerer kurven 2
ganger og kontrollpolygonet 4 ganger

domenet [0, 1], uten interne skjgter, kun skjgtverdier ved start og slutt.

8. Den affine invariansegenskapen gjelder for B-splinekurver. Dersom en B-spline
kurve skal translateres, roteres, skaleres, ..., dvs. pafgres en affin transformasjon,
se (2.4), kan dette gjgres ved & bruke en affine avbildning kun pa kontrollpunktene.
Dette gjelder ogsa for bézierkurver, seksjon og dersom en homogene matrise
brukes, (2.8)), gjelder det ogsa for hermitekurver, se seksjon4.3].

9. Kontrollpolygonen til en B-splinekurve konvergerer mot B-splinekurven nar antall
skjgter gar mot uendelig. Dette vises tydelig i skjgtinnsettingsalgoritmen vist i sek-
sjon[6.2.6] Dette fordi B-splinealgoritmen i utgangspunktet er hjgrnekutting, se ogsa
avsnitt om subdivisjonskurver, spesielt Lane-Riesenfeld subdivisjonsalgoritme

i seksjon

Figur [6.8] illustrerer lokal modifikasjon. Vi ser en 3.-grads B-splinekurve hvor hvert in-
tervall har forskjellig farge. Skjgtvektoren som bestemmer B-splines er den samme som
i figur 9 av de 10 kontrollpunktene er merket med blatt, mens ett er rgdt. Det rgde
punktet flyttes sa til venstre og vi ser da hvilken del av kurven som er pavirket. Det er 4
intervall fordi graden er 3.

Figur [6.9]illustrerer den variasjonsminkende egenskapen. En rett linje skjerer en 3.-grads
B-splinekurve 2 ganger, mens den skj@rer kontrollpolygonet 4 ganger.
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6.2.3 B-splines faktormatriser T(t)

I seksjon definerte vi faktormatriser for bézierkurve Ty(t), og i (4.34) er en 3.-grads
bézierkurve formulert med bruk av matrisenotasjon. Algoritmen for a beregne bernstein-
polynomene er beskrevet i seksjon #.4.1 En sammenligning av Bernstein-rekursjonen
med B-spline-rekursjonen, definition @ viser at de er svert like, men hvor ¢ 1 Bernstein-
formelen er erstattet av funksjonen wy, ;(t), beskrevet i 1 B-spline definisjonen. Husk
at wg ;(t) overfgrer et tall i intervallet [#;, ;4 4] til et tall i [0, 1].

En B-splinekurve er et sett med kurvesegment som er limt sammen i skjgtene. For en 2.-
grads B-splinekurve c(¢) far vi et kurvesegment for hvert parameterintervall [t;,t;1), i =
d,d+1,...,n med fglgende formel (forutsatt at ¢, > t;),

Ci—2
» :< L) i) ) ( L—woi1(t) waii(2) 0 ) Ci—1

0 1 —Wz’i(l) W2,i(t) '
Ci
Matrisene i formelen over kalles for faktormatriser fordi de faktoriserer B-splines over ett
skjgtsintervall (introdusert i [103]]). En generell definisjon av en faktormatrise fglger.

Definisjon 6.4. En B-spline faktormatrise Ty(t) er en d x (d + 1) bandmatrise med to
ikke-null-elementer (basert pa wq ;(t) ) pd hver rad. Matrisen er som fplger

l—Wd7i,d+1(t) Wd,i7d+1(t) 0 0

0 l=wai-a2(t) Wai-a+2(t) 0

: , 0 I=wgi1(t) wai1(t) 0
0 0 L1=wgai(t) wa;(t)

Merk at denne matrisen Ty(t), er for skjgtintervallet [t;,t;1 ).

Vi ser i matrisen 7;(¢) at den andre indeksen til w reduseres med 1 fra en rad til neste rad.
I siste raden er den i og i raden over i — 1 og sa videre.

For grad 3 har vi fglgende formel for en B-splinekurve pa intervallet [t;,#;+1),

c(t)=( 1—=wii(t) wit) )( L=wai1(r) - waii (1) 0 )

0 L=wai(r) wo(r)
Ci—
1— W37i_2(l‘) W37,'_2(l‘) 0 0 Cl~ z
0 1 —W37i_1(l‘) W37i_1(l‘) 0 Cl'_l ,
0 0 1 —wsi(t) wz(t) lg
i

hvor indeksen i er bestemt av #; <t < t;11. Legg for gvrig merk til at indeksene til w(¢)
pa siste rad i alle matrisene Ty(¢) er (d,i). Som for bézierkurver (4.33), er uttrykket for en
3.-grads B-splinekurve:

c(t) =Ty () T3(t) e =T3(1r) e,

der T3(t) er en vektor av 4 B-splines av grad 3 pa intervallet [t;,z;,1).
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Teorem 6.1. Matrisene T,(t), q=1,2,...,d i definisjon er tilsammen faktoriseringen
av et sett med B-splines pad et skjgtintervall, og de er identisk med den rekursive beskre-
velsen i Definisjon[6.3] Cox-de ‘Boor’s rekursjonsformelen.

Bevis. Vivetat Ti(t) = (1 —wyi(t) wii(t)) = (b(t:tim1,tistix1)  b(t3ti,tip1,ti42)). Vi
ser ogsd at T!(¢) = Tj (¢). Vi antar na at T¢~!(¢) er en vektor av d B-spline funksjoner av
grad d — 1 pa intervallet [f;,7;11]. Beregning av denne vektoren med hver av kolonnene i
T, (1) gir hver B-splines av grad d og er ngyaktig det samme som uttrykket beskriver
i Definisjon [6.3] ]

For & undersgke den deriverte av 7'(f) ma vi fgrst se pa den deriverte av den lineare
translasjons- og skaleringsfunksjonen wy ;(t), definert i (6.11]), som vi kaller

1
04i=

= - hvor d er graden og i er bestemt av  1; <t <tj.14 (6.13)
i+d — i

04, er en konstant, som bare reflekterer skaleringen, uavhengig av translering, og bare
avhengig av ¢ for 4 finne indeksen i. I béziertilfellet er 5, ; = 1 for alle relevante i og d.

Den deriverte av matrisen 7'(¢) er da som fglger.

Definisjon 6.5. En B-spline derivertematrise T; er en d x (d + 1) bandmatrise med to
konstante elementer som ikke er null pa hver rad (uavhengig av t). Matrisen er:

—Odi-d+1 Odi-d+1 0 e .. 0
0 —084i-d+2  Odji—d+2 0
: . 0 —64i-1 Oqi—1 O
0 0 —84i us

Selv om T} i seg selv er uavhengig av't, er indeksen i i definisjonen avhengig av t og fplger
regelen t; < t < ti;1 som er den samme som for Ty(t) fra definisjonen

6.2.4 B-splines pa matriseform
Fgrst et konkret eksempel, gitt en tredje grads B-spline kurve
c(t) =Ti(t) To(t) T3(1) e =T3(1) c.

Vi bruker s derivasjon av multiplikasjon og kommutativitetsteoremet|C.|fra vedlegg
og far da de deriverte

(1) = (T{ (1) Ty(0) + Th (1) Ty T5() + T1(1) To(1) T3) e =3 T*(1) Ty e,

()= 0BT (1) T+3N(t) T, T3) e=6T(1) T; Ts c,

Mt)=6T| T, T; c.

Et generelt uttrykk for en B-spline funksjoner/kurver og dens deriverte pa matriseform
fglger samme logikk og vi far da fglgende definisjon;
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Figur 6.10: Vi ser tre 2.-grads B-splines pa skjgtintervallet t;,t;11] (heltrukket gront) og
3 linecere translasjons- og skaleringsfunksjoner (stiplet bla) som er involvert i beregnin-
gene av B-splines. Bdde B-splines og w er stiplet utenfor intervallet [t;,t;1].

Figur 6.11: De Casteljaus hjprnekuttingsalgoritme er brukt pa en 2.-grads B-
splinekurve med skjptene 0,1,2,3. I eksemplet er posisjonen pi3 i ¢ (%)

Definisjon 6.6. En B-spline funksjon/kurve av grad d pa matriseform er som fplger
c()=Ti(t) To(t) -~ Ty(t) e=T1) ¢

hvor Ty (t) Tr(t) --- Ty(t) er faktoriseringen (definisjon av settet med d + 1 B-splines
av grad d pa intervallet [t;,t; 1 1], 0g ¢ = (Ci—d, Ci—dil, -, ci)T er koeffisientvektoren med
d + 1 punkt, og hvor indeksen i er bestemt av t; <t < ti;.

Den j*-deriverte, j = 1,2,...,d, av en B-spline funksjon/kurve av grad d er en funksjon
av grad d — j og er som folger

; d! ! di :
D) = g = OB Taj O Th o Ty The= 5 T 0 T e

(d—j)!

6.2.5 Et eksempel pa B-splines og de Casteljaus algoritme

Vi skal gjgre det mest mulig enkelt, dvs. bruke en 2.-grads B-splinecurve

C(l‘) = Tz(t) c=T (t) Tz(t) c= (327,'_2(1‘), 327,'_1(1), BQJ'([))C

Ci2
(1 —ws) i) )( L—woi1(t) waii1(2) 0 ) Ci—1

0 1 —Wz’,(l‘) W27i(t) o
i

Figur viser tre 2.-grads B-splines, B ;_2(t),B2,i—1(t) og B, (t), sammen med de tre
linezre translasjons- og skaleringsfunksjonene de er konstruert fra (husk at dette kun er
pa intervallet [t;,#;1)). De 3 funksjonene er w; ; som er i matrise 7;(¢), og wo,;i—1 0g W2 ;
som er i den andre matrisen 7> (t).
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Figur 6.12: Til venstre vises en 2.-grads B-splinekurve og dens kontrollpolygon. Til hgyre
er skjgtvektoren illustrert. En ny skjgt, t blir s satt inn. Resultatet er, som vi kan se til
venstre, to nye kontrollpunkt ¢ og ¢z i gront, som erstatter det gamle kontrollpunktet c,
som vises i rgdt.

Figur[6.11]viser de Casteljaus hjgrnekuttingsalgoritme brukt pa en 2.-grads B-splinekurve
med skjgtene {t; 1,...,t;12} = {0,1,2,3}.7 = 3/2 er brukt som parameter i eksempelet.
Dette gir wy 1(r) = 1/2 i den forste matrisen 7y (t), og wa;—1(t) = 3/4 og wo (1) = 1/4
i den andre matrisen 75(¢). De to fgrste nye punktene p; og p, beregnes, og til slutt blir
punktet p, (det pa kurven) beregnet,

( pi ) ( -3 3 0 ) o ZCi-2+3¢in1
= 11 i—1 =
P2 0 I—-3 g4 ¢ dci1+ic _

pro=(1-3 %)(ﬁ;):(%pw%m)

RN

6.2.6 B-splines og skjgtinsetting

Skjgtinnsetting er a legge til en ny skjgt inn i en eksisterende skjgtvektoren uten a endre
formen pa kurven. Denne nye skjgten kan ogsa vere lik en eksisterende skjgtverdi, og
da gkes multiplisiteten til skjgten med én. A legge til en ny skjgt betyr at antallet B-
splines gker med én og fglgelig ma antall kontrollpunkt gkes med én. Skjgtinnsetting
ble introdusert samtidig i 1980 av Boehm [15] for enkeltskjgter, og av Cohen, Lyche og
Riesenfield [23]] for generell skjgtinnsetting, kalt for Oslo-algoritmen.

Skjgtinnsetting er i utgangspunktet hjgrnekutting og kan derfor ogsa uttrykkes pa matrise-
form. Nar en enkelt skjgt settes inn far vi fglgende vektor- matriseuttrykk

c=Ty(t) c (6.14)

der 7 er den nye skjgten og € er en vektor av d nye kontrollpunkt som erstatte de d —
1 kontrollpunktene som er i det indre av vektor ¢ (bortsett fra det fgrste og det siste
kontrollpunktet). Her bestemmes som vanlig indeksen i av #; <7 < t;,1. Vi skal na se pa
noen eksempler, f@rst en 2.-grads B-splinekurve

. s
it \ _ [ L=waim1(6) waia(7) 0 ’
< Ci ) B ( 0 1—w (1) wailD) ci-1 |- (6.15)

Ci



6.2. MODERNE B-SPLINES 91

Wiz Wiy Wi

t()’ t4° tj’ to' t7° tze °

" P tl. ? ;‘9 [ )
G i Cy ¢ ‘e 1

Figur 6.13: Til venstre er en 3.-grads B-splinekurve og dens kontrollpolygon plottet. Til
hoyre er skjgtvektoren illustrert. En ny skjot, t er satt inn. Resultatet er, som vi kan se til
venstre, tre nye kontrollpunkt c3, ¢4 og 5 i grent, som erstatter de to gamle kontrollpunk-
tene c3 0g c4 som vises i rodt.

Til venstre 1 figur er en 2.-grads B-splinekurve samt koeffisientene og dermed kon-
trollpolygon {co,c1,c2,c¢3,c4} plottet. Til hgyre er det en illustrasjon av skjgtvektoren og
de respektive w-funksjonene. Midt i domenet skal en ny skjgt, 7, settes inn. Det fglger av
verdien til 7 at i = 3. De to linezre translerings- og skaleringsfunksjonene W22 08 W23
som er involvert i matrisen 7> (7) i , vises til hgyre 1 figuren. Resultatet av skjgtinn-
settingen er at den interne koeffisienten i vektoren til hgyre i (6.15), kalt ¢ i figur
erstattes av to nye koeffisientene i vektoren til venstre i (6.13), kalt ¢; og ¢ i figur[6.12]

Vi skal vise et eksempael til, na med en 3.-grads B-splinekurve

~ Ci—
Ci2 1—ws;a(t)  wsia(t) 0 0 o 2
ci1 | = 0 L —ws;1(f)  ws,i1(7) 0 C’__ (6.16)
Ci 0 0 1—w3,;(t) ws(7) lc_,]
l

Til venstre i figur [6.13]er en 3.-grads B-splinekurve sammen med koeffisientene og med
det kontrollpolygonet (co,ci,c2,c3,c4,¢5,c6,c7) plottet. Pa hgyre side er skjgtvektoren
illustrert (pa R - horisontalt). Midt pa domenet skal en ny skjgt, 7, settes inn. Det fglger
av verdien til 7 at i = 5. De tre linezre translerings- og skaleringsfunksjonene som er
involvert i matrisen 73 (f) i , w33, W3 4 0g W3 5 er vist til hgyre i ﬁgur Resultatet
av skjgtinnsettingen er at de interne koeffisientene pa hgyre side av (6.16), kalt ¢3 og c4 i
figur[6.13]erstattes av de tre nye koeffisientene pa venstre side av (6.16), kalt ¢3, ¢4 og ¢s
i figur[6.13] Hele hjgrnekuttingen er tydelig illustrert til venstre i figur [6.13]

Fra seksjon og definisjon [6.4] er det klart at matrisen T;(t) er en hjgrnekuttingsma-
trise. Det er derfor apenbart at skjgtinnsetting ogsa er hjgrnekutting. I de to eksemplene
kan vi ogsa observere at de nye kontrollpunktene vi far nar vi setter inn én ny skjgt alle
ligger pa det gamle kontrollpolygonet. Dette er ogsa koblet til diskrete B—splinesﬁz& sette
inn mer enn én knute, dvs. Oslo-algoritmen), leder oss ogsa til blomstring (Blossoming),
se for gvrig [76].

®Diskrete splines pa et uniformt grid ble introdusert av Mangasarian og Schumaker i [118]] som Igsnin-
ger pa visse variasjonsproblemer. De ble sa diskutert i detalj av Tom Lyche i sin doktorgradsavhandling,
“Discrete polynomial spline approximation methods", som det finnes en oppsummering av i [116].
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Figur 6.14: Oppe til venstre er skjptvektoren til en 1.-grads B-splinekurve illustrert som
gronne kuler. Til hpyre ser vi selve kurven og dens 5 (gronne) kontrollpunkt. Etter grads-
hevingen til grad 2 er 5 (rpde) skjptverdier og 4 (rgde) kontrollpunkt lagt til. Nederst
til venstre er skjpgtvektoren til en 2.-grads B-splinekurve illustrert som grgnne kuler. Til
hgyre er selve kurven og dens 6 (grgnne) kontrollpunkt plottet. Etter gradshevingen til
grad 3 er 5 (rgde) skjptverdier lagt til, og 8 (rgde) kontrollpunkt har erstattet 4 (grgnne)
kontrollpunkt.

6.2.7 Gradsheving av B-splines

I seksjon [4.4.4] er gradsheving av bézierkurver vist. Ved hvert skjgtintervall hjar vi et
polynombasert kurvesegment av en gitte grad. Hvis vi i hvert skjgtintervall transformerer
formatet til potensbasis, og si legger til ett ledd 4+, dvs. c(t) = Zlfljol ait',hvoray 1 =0,

da har vi hevet graden med 1. Utfordringen er a gjgre dette direkte pa B-splineformatet.

Pa grunn av kontinuitetsegenskapen over skjgter til B-splines, fglger det at for & opprett-
holde kontinuiteten nar vi gker graden med 1, ma vi gke multiplisiteten til hver klynge av
skjgter med 1. Dermed ma antallet kontrollpunkt gkes med det totale antallet skjgtinter-
vall.

Som eksempel skal vi f@grst se pa en 1.-grads, stykkevis kontinuerlig lineaer kurve. Her er
det ganske apenbart at etter gradshevingen vil det veare ett nytt kontrollpunkt midt mellom
hver av de gamle, dvs. 1 hvert intervall. Det betyr selvsagt at de nye kontrollpunktene vil
ligge pa den opprinnelige kontrollpolygonen.

For a finne formelen / algoritmen for a heve en 1.-gradskurve til en 2.-gradskurven. Skal
vi videre bruke ~ i notasjonen til den opprinnelige 1.gradskurven. Gitt en skjgtvektor
til en 1.-grads B-spline 7 = {fi}?zo ={0,0,1,2,3,4,4}. Etter gradshevingen far vi T =
{t}il = {0,0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,4}. Husk (6.11), at wy (1) = ;-7
setter vi x = wy () og X =1—x. Hvis t;_| =t; og tj;1 = tj; etter gradhevingen, sa er
x=wyi(t) =wo2i—1(t) =wn2i(t). Vi far dermed fglgende uttrykk i hvert skjgtintervall,

For a forenkle
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=1

c(t)=( x)(a'al)z(x x)(g ¥ 2) ot

C2i

Fra x = 0 (starten av intervallet) fglger det at cp;_» = ¢;— og fra X = O (slutten av intervall)
at co; = ¢;. Ved & Igse X2¢;_1 + 2%x ¢oi_1 +x°¢; = X¢;_1 +x¢; vi far det nye punktet co;_| =
%Ei_ 1+ %5,-. Dverst i ﬁgur er denne gradhevingen illustrert. Pa venstre side ser vi den
originale skjgtvektoren som grgnne kuler, og de rgde kulene er de nye skjgtverdiene. Ogsa
x =wio(t) =wy3(t) = wa4(t) er plottet. Til hgyre er den stykkevis linezre 1.-grads B-
splinekurven og dens kontrollpunkt (grgnn) plottet. 2.-gradskurven er den samme kurven,
men hvor de rgde punktene er de nye kontrollpunktene Sammen med de originale grgnne

punktene danner de den nye kontrollpolygonen.

For en 2.-graders B-spline kurve, vil antall kontrollpunkt ogsa gke med antall skjgt-
intervall. Dvs. hvis #; < f;;.1, ma ¢_; erstattes av to nye kontrollpunkt. Dette er fordi
vi setter inn en ny skjgt i hver klynge med skjgter. For a illustrere prosessen starter vi
med en skjgtvektor T = {f,-}?:() ={0,0,0,1,2,3,4,4,4}. Dette vil generere seks 2.-grads
B-splines, og B-splinekurven c(t) = ¥3_, b, (t) ¢;. Nederst i figur er det et eksem-
pel pé en slik kurve, illustrert med 9 grgnne skjgter og 6 grenne kontrollpunkt. Den nye
skjgtvektoren T = {1;}13, = {0,0,0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,4,4} er illustrert nederst til venst-
re i figuren med ekstra rgde kuler. Til hgyre ser vi kurven med bade gamle og nye kon-
trollpunkt samt en liten brun femkant ved hver klynge av innvendige skjgter. For a finne
det nye settet med kontrollpunkt, ma vi gjgre fglgende. For hvert skjgtintervall, dvs. for

i=0,1,2,...,i—2, (ifigur[6.14]er ii = 6) er:

g = (1—=wpir1(fiy2))¢i+wopit1(fiz2)Cir1, dvs. posisjonen til en skjgt pa kurven.
Vi lager to nye kontrollpunkt i1 dette skjgtintervallet, jmf. algoritme ll
2 =3C+39 0g cup1 =39+ 3G,

En oppsummering av dette gir da en gradshevingsalgoritme fra grad 2 til 3:

Gradsheving fra 2 til 3

Fori=0,1,2,....7i—2
x=woiy1(fit2) // Relativ fordeling i dette skjgtintervallet
c2i=(1-%)&+3641 // To kontrollpunkt i dette intervallet for
it = % (I—x)é+ % (2+x)¢iy1 [/ den resulterende 3.-grads B-splinekurven.

Hvis det er multiple interne skjgter 1 den originale 2.-grads B-splinekurven vil vi
her fa ett kontrollpunkt to ganger. For eksempel, hvis 74 = 75, vil c¢5 bli lik cg, 0g
den resulterende skjgtvektor vil ha 4 like skjgtverdier tg = t7 = tg = t9. Men vi kan
redusere dette til bare 3 like skjgtverdier, men vi ma da hoppe over c¢ og redusere
indeksen for de neste kontrollpunktene med 1 i algoritmen.

Som et siste eksempel skal vi se pa en 3.-gradskurve. I dette eksemplet er skjstvekto-
ren T = {0,0,0,0,1.08,2,3.2,4,5.1,6.5,7,7,7,7}, dvs. ikke uniform med med kun enk-
le indre skjgter. Dermed vil skjgtvektoren til den gradshevede 4.-grads B-splinekurven
vere 7 = {0,0,0,0,0,1.08,1.08,2,2,3.2,3.2,4,4,5.1,5.1,6.5,6.5,7,7,7,7,7}. Eksemp-
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Figur 6.15: Vi ser en 3.-grads B-splinekurve i blatt og dens 10 kontrollpunkt som vises
som store messingfargede kuler. Kurven er vist sammen med den gradshevede 4.-grads B-
splinekurven i rodt og dens 17-kontroll punkt, smd messingfargede kuler. De store kobb-
erfargede kulene er punktene i det fprste trinnet, qo 0og q1. De sma kobberfargede kulene
er posisjonen til de indre skjptene.

let er vist i figur[6.15] Merk at de nye basisfunksjonene by og by dekker 1 skjgtintervall,
by og bz dekker 2 intervall, b4 dekker 3 intervall, b5 dekker 2 intervall, og sa videre med
2 og 3 skjgtintervall annenhver gang, til slutten speiles starten. Vi har i utgangspunktet 10
kontrollpunkt og vi far 17 etter gradhevingen. De to fgrste og de to siste kontrollpunktene
folger bézier-algoritmen fordi de relaterte basisfunksjonene kun dekker 1 skjgtintervall,
men vi trenger likevel ikke a behandle dem separat. Videre ma vi skille mellom kontroll-
punktene knyttet til basisfunksjoner som dekker 2 og de som dekker 3 skjgtintervall. Ved
start og slutt er dekningen redusert pa grunn av skjgtens multiplisitet, men dette vil ikke
pavirke hvordan vi ma behandle dem. Vi trenger bare & skille algoritmen i; ett for de
nye kontrollpunktene med et partall som indeks, og ett for de nye kontrollpunktene med

et oddetall som indeks. I vart eksempel; for punktene med en partall-indeks far vi, for
i=0,1,...,8:

x = w3 i1 (Fip2) w3 i1 (@
c2i=(1—x)&+xs1, hvor x= 3,1+1(z+2)2 311 (fi3)

I figur kan disse punktene sees som de sma messingfargede kulene, men bare de som
ligger pa den opprinnelige kontrollpolygonet.

Det neste steget er a beregne punktene med en oddetallsindeks, dvs. fori =0,1,...,7:
qo = x¢; + (1 —x)&it1, hvor  x = o3 (fivs) ’
q1 = (1 _y)5i+1 ~+yéit2, hvor y= W3’+(t’+3)’
Crit] = 90+q1
l+1 2 )

Merk at w3 ;(¢) bruker den opprinnelige skjgtvektoren 7. I figur er qo og g1 merket
som store kobberfargede kuler og kan sees pa hver side av ett originalt intern kontroll-
punkt (som er store messingfargede kuler), bortsett fra ett som er dekket av det andre
originale kontrollpunktet og ett som er dekket av det nest siste originale kontrollpunktet.
De nye kontrollpunktene med odde indekser (vises som sma messingfargede kuler) ligger
i midten mellom deres respektive go og ¢;. Vi gjor sa algoritmen generell, forkorter den
og far gradhevingsalgoritmen fra grad 3 til 4:
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Gradsheving fra 3 to 4
Fori=0,1,2,...,n1—2

x = Wit ‘(fi+2);w3’i+l Ui3) 1/ Relativ fordeling i dette skjgtintervallet

c2i=(1—x) &+x¢éy1 1/ Kontrollpunkt med et “like" indeksnummer
Fori=0,1,2,...,7i—3

x=w3,iy1(fi13) /Il Forste translering- og skaleringsavbildning

y=w3,i+2(fi13) /I Andre translering- og skaleringsavbildning

Cripl = %‘c} + 3+4ﬂ6i+1 + %¢+2  // Kontrollpunkt med et “odde" indeksnummer

Hvis det er multiple interne skjgter i den originale 3. grads B-splinekurven vil vi fa et
kontrollpunkt to ganger. For eksempel, hvis 7s = 7g, vil ¢¢ ligge pa linjen mellom c;
og c7, og den resulterende skjgtvektoren vil ha 4 like skjgtverdier t; = 13 = t9 = t1o.
Men vi kan redusere dette til bare 3 like skjgtverdier. Derfor ma vi hoppe over cg
ved ganske enkelt a redusere indeksene for de neste “odde" kontrollpunktene med 1,
og gke indeksene for de neste “like" kontrollpunktene med 1, men 1 det “like" tilfelle
ma vi ogsé gke indeksene i beregningen til w3 ;12 (fi3), w3 iy2(fit4), Cit1 08 Ciya.

6.2.8 Blomstring - polar form blomstring

11987 introduserte L. Ramshaw blomstring, som gjgr B-splines og polynomer generelt til
multiaffine funksjoner, [132]], [133] og [134]]. Dette var ogsa relatert til arbeidet til P. de
Casteljau fra 1984, [40]. Flere andre har senere brukt blomstring, blant andre Goldman i
[76] og [[77].

Blomstring eller polare form til et polynom med en enkelt variabel av grad d, P,(t), er det
symmetriske multiaffine polynomet b, (u1,...,u,) hvor diagonalen b, (t,...,t) = Py(t) ,
dvs. er polynomet av grad d. Blossoming betyr a erstatte et grad d polynom i én variabel
med et ekvivalent symmetrisk polynom 1 d variabler hvor hver ny variabel kun har grad
1. Fordelen med blomstringen b (t1,...,t;) er at den har tre viktige egenskaper:

Diagonal: b,(z,7,t) = p3(t), hvor d = 3 her, men kan veare et hvilket som helst tall > 0.
Symmetri: b, (uy,... ,ui ..., Uj, ... ug) =bp(ur,....uj, ... uj...,uq)
Multiaffin: b,(...,au;+ (1 —a)u;,...)=aby(...,u;,...)+(1—a)by(...,u;,...)

Det fglger at blomstringen er en slags faktorisering ned til d affine funksjoner, pa en mate
det vi ser i matrisenotasjon:

bp(ur,uz,uz) = (1 —wii(w) wii(ur) ) ( T=waini(u2) - waimi() 0 )

0 1 —woi(un) wai(ua)
by(tio,ti—1,t;
L—w3io(uz)  wsi2(u3) 0 0 prtl. ? . tl. 3
0 I—w3i1(uz)  wai-1(u3) 0 bp(;._,.’ ll’tl.+2) )
0 0 1—ws3;i(u3) wsi(us) g

by (tig1,tiya,tis3)

der [t;,t;41] er det aktive domenet, og u;, j = 1,2,3 md vare i domenet. Hvis vi organiserer
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delresultatene som en pyramide far vi,

/ N /! AN

by(tic1,ti,uz)  bp(tiuz,tiy1)  bp(uz,tiy1,tiy2)
N a N a N
by(ticosti—1yti)  bp(ticiytistiy1)  bpltistivistiva)  bp(tiv1,tiv2,ti3)

6.2.9 Algoritmer for B-splines

Rekursjonsformelen for B-splines ble gitt i Definition [6.3] og tydelig illustrert av matrise-
notasjonen i seksjon En algoritme vil derfor vere & multipisere faktormatrisene fra
venstre mot hgyre, men hoppe over elementene som er null. I den fglgende algoritmen vil
vi fylle ut en vektor med d + 1 reelle tall, en for hver av de aktive B-splines (basisfunk-
sjoner) ved gjeldende intervall [f;,#;41) nart; <t < ti4].

Algoritme 3. (Forklaring av notasjonen, se avsnitt “Algoritmisk sprak"”, side|6])
Algoritmen regner ut en vektor by(t) € R4 som inneholder verdiene til d + 1 B-splines
{ba, j(t)}gz - der ¢ er bestemt av t; <t <tciy. Innputt er: skjptvektoren T, polynom-
graden til B-splines d, indeksen g, og parameterverdient € [tc,tc11].

vector(double) bspline( vector(double) 7, int d, int ¢, double 7 )
vector(double) b(d+1); // Returvektoren med d + 1 elementer.
vector(double) w(d);
b1 =W (t;7); // se (6.11)

bo=1—->by; // Den generelle Cox/deBoor algoritmen
for(inti=2;,i<d;i++) // - for B-splines, som regner ut settet
for(int j=0; j <i;j++) // - av alle B-splines av grad d for t
wi=W_(t;7); /- hvor T¢ <t < Tgyy.

bi = (1—wp) bi_1;
for(int j=i—1;,j>0;,j——)
bj=wi_jbj_1+(1—=wi—j_1)bj;
by = wi_1 by;
return b;

Algoritme [3|er en klassisk optimal Cox-deBoor-algoritme for B-splines.

Ofte vil vi trenge deriverte av 1.-orden, 2.-orden osv. Derfor trengs det en algoritme som
ikke bare beregner verdiene til B-splinefunksjonene, men ogsa deriverte av flere ordener.
For en grad d polynomfunksjon, eksisterer det d pafglgende deriverte med verider som
kan vare forskjellige fra null. Derfor trenger vi en d + 1 x d + 1 matrise B, ;(¢) av reelle
tall for 4 lagre alle disse verdiene. Vi far ¢(¢) = By ¢(t) ¢, der ¢(z) er en vektor med én
verdi og d pafglgende deriverte. Legg merke til at ¢ = Bd’f(t)’lg, dvs. taylorekspansjon i
t, der g er posisjonen og d pafglgende derivater. For a beregne posisjonen og d-derivertene
til en 3.-grads B-splinekurve, har vi fglgende formler,
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ct)= Tt)e =T)L(NT(1)ec,
d(t)=3T>t)T ¢ =3T1(1)T2(t) T4 c,
) =6T'H)T?c= 6Ti(t) ,Tj c,
"(t)=6T"c = 6 T/T;Tj c.
I den fgrste linja i beregner vi den gvre venstre trekanten i matrisen med verdiene til
B-splinefungsjonene fra grad O til d fra bunnen og oppover. I neste trinn beregner vi T} pa

bunnraden til matrisen, si beregner vi 7, pa fgrst bunnraden og sé neste rad, T; beregnes
de 3 nederste radene og sa videre til alle deriverte er beregnet i henhold til (6.17).

(6.17)

Fglgende algoritme lager matrisen B, - (¢, ), der d er polynomgraden, © = {19, 11,...,t,14}
er skjptvektoren, t € [t4,1,] er parameterverdien og indeksen ¢ er hentet fra r. <t <t.,i.
B-spline/hermitematrise er definert pa samme mate som bernstein/hermitematrisen, be-
skrevet i seksjon 4.4.3] men hvor Bernstein-faktormatrisene, definert i seksjon 4.4.2] er-
stattes av matrisene i definisjon [6.4] og [6.5] Matrisen passer i en evaluator, jmf. merknad

Algoritme 4. (Forklaring av notasjonen, se avsnitt “Algoritmisk sprak", side[6])
Algoritmen regner ut den utvidede kvadratiske matrisen By ¢(t,¢) € RAFIXAHL com inne-

holder i fprste raden, verdiene til d + 1 B-splines {b (1) st og i de fplgende radene

=G’
verdier for hver av d-deriverte, {D’b, ;(t) figd , J=1,2,....d. Innput er: skjptvektoren
T, polynomgraden til B-splinesfunksjonene d, indeksen ¢, som er hentet fratc <t <t,1,

og parameterverdien tB[ty, t,).

matrix(double) BSplineHermiteMat ( vector(double) 7, int d, int ¢, double 7 )
matrix(double) B(d+1,d+1); // Returmatrisen med (d + 1) x (d + 1) elementer.
vector(double) w(d);
Bd_171 :Wl’g(l;f); //se

By_10=1—-By4_11; // Den generelle Cox/deBoor algoritmen
for (int i=d-2, k=2;i>0;i——, k++ )/ - for B-splines, som regner ut triangelen
for (int j=1; j <k; j++) // - av alle B-splines av grad
Wi =Wickrj1(t:7); // - 1 til d, henholdsvis i hver rad.

Bio = (1—wo) Bit10;
for (int j=I; j <d—i; j++)
Bij=wj1 Bir1j-1+(1—wj) Bip1ji

Bia-i=wi-1Bit1a-i-1;
Bgi = 61¢(7); //se
Byo=—Bg1; // Multipliser alle rader unntatt den gverste
for (int k=2; k<d; k++) // - med derivertematrisene i
for (int j=0; j <k; j++ ) /- deﬁnisjon slik at hver rad
wj =k O c—k+j+1(7); // - til slutt far d+1

for(int i=d;i>d—k;i——) // - elementer som er forskjellig fra 0.
Bix =wi—1 Bik—1;
for(int j=k—1;j>0;,j——)
Bij=wj-1Bij1—w;jBi;
Bio = —wq Bip;
return B;
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Figur 6.16: Et plott av B-spline-basisfunksjonene for kubisk hermitesplines. Vi ser 5
interpolasjonspunkt, 14 skjptverdier og 10 B-splines. Skjptverdiene er markert som rgde
kuler. Som vi ser er multiplisiteten til de indre skjptene 2.

6.3 Hermitesplineinterpolasjon pa B-spline form
I seksjon side |68| er kubiske hermitesplines beskrevet pa bade algebraisk og geomet-
risk form. Vi skal na se pa kubisk hermitesplines pa B-spline form.

Gitt m strengt voksende reelle tall {x;} |, m punkt {p;}" | og m vektorer {v;}7" ,. Vikan
na vise hvordan en lager en kubisk hermitesplines pa B-spline form, dvs.

c(t) =T3) c.

Kurven skal interpolere punktene og vektorene med de reelle tallene som parameterver-
dier, dvs. c(x;) = p; og ¢ (x;) = v;. Vi lager fgrst en skjgtvektor, {#;}715, hvor n=2m. Vi
setter sa

1 starten: fo=1t =t =13=2X]
paenden: f, =ty ] =lyi2 =113 =X (6.18)
ogellers: t;=tiy1=xj, for i=4,6,8,....,2(m—1) og j:%.

Vi beregner deretter kontrollpunktene, som vi lager pa fglgende mate

CO :pl Og Cn—l — pm;
og deretter
ci=pj+ v for i=1,3,....n—3 hvor j=itl
i—=Pj 3 Vi, or 1=1,5,...,n vor J= 5 (619)
Ci=Ppjr1— gvjyr, for i=24,...n-2  hvor j=4%,

hVOI'A)Cj =Xj+1 —Xj.

Vi kan selvfglgelig generere vektorene {v;}:"; ved a bruke enten Cardinal eller Catmull-
Rom spline, eller Bessels interpolasjon, eller Akimas interpolasjonsmetode, som alle er
beskrevet i seksjon [5.6] I figur[6.16]vises et eksempel pé et sett med B-splines (basisfunk-
sjoner) som er konstruert for a hermiteinterpolere m = 5 punkt. Vi ser i figuren og kjenne
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Figur 6.17: Kurven, en Catmull-Rom splines, er en hermiteinterpolasjon pa B-spline
formav 5 punkt { pi}?zl med tilhgrende vektorer {vi}?zl. Kontrollpolygonet er plottet som
stiplet gronne linjer. Kontrollpunktene {c;};_ er bld, og interpolasjonspunktene {p;}}_,
er plottet i rgdt. Den resulterende kurven er i heltrukken svart.

ogsa igjen fra uttrykkene i at alle indre skjgter har multiplisitet 2. Dette fordi en
hermitesplines er C!-glatt. En 3.-grads B-spline med enkle interne skjgter er C2[t4,1,], sa
for & vaere bare C'[t4,1,] m& multiplisiteten vzre 2. Dette sikrer ogsi hermiteinterpolsjo-
nen. I figur [6.16] ser vi at det internt er 5 klynger av skjgtverdier, alle med multiplisitet
2 og i endene er multiplisiteten 4. Verdien i hver av disse klyngene er parameterverdien
til interpolasjonspunkt, dvs. c(x;) = p;. Vi kan se i figur at over de indre skjgtene
er det bare to B-splines som er forskjellig fra null. Dette sikrer at interpolasjonspunktene
ligger pa kontrollpolygonet, den rette linjen mellom to kontrollpunkt, og det er hvordan
vi faktisk konstruerer kontrollpunkt i (6.19).

Figurviser en Catmull-Rom spline hvor vektorene v; = %( Pi+1— Pi—1) 0g x-verdiene
er {0,0.8,2.1,3.2,4} som vi ser i figur[6.16] I figur[6.17kan vi se en heltrukken svart B-
splinekurve sammen med kontrollpolygonet plottet i stiplet grgnt. De 10 kontrollpunktene
{ci}?_o er merket som blé kuler og de 5 interpolasjonspunktene {p;}?_, er merket med
rgde stjerner. Tangentvektorene er vo = (p2 — p1), vi = %(pg —p1), V2 = %(p4 — p2)s
V3 = %( Ps — p3) og v4 = vo. Hvis vi introduserer spenningsparametre, er eksemplet ogsa
potensielt en kardinalspline, ogsa kalt en kanonisk spline.

Hvis vi introduserer spenningsparametere {p;}7_;, ma vi endre (6.19) til

Axj p; . S it
ci=pj+ ’6ij Vs for i=1,3,....n—3 hvor jz%,
Ci=Dpjy1— ’é)”lvjﬂ, for i=24,....n—2 hvor  j= 5.

Ogsa Bessels spline eller Akimas metode beskrevet i seksjon [5.6/kan brukes til & generere
tangentvektorene.
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Figur 6.18: Figuren viser de 10 3.-grads B-splines som genereres av en skjgtvektor med
14 elementer, {ti}}jo, som brukes til kubisk splineinterpolering av 8 punkt. Som vi kan
se er bare 3 B-splines forskjellig fra null i de interne skjptene. Derfor er matrisen A i

ligningen i (6.20) 3-diagonal.

6.4 Kubisk splineinterpolasjon pa B-spline form

I seksjon[5.7|beskrives en kubisk splineinterpolasjon. Vi skal her se pa kubisk splineinter-
polasjon pa B-spline form.

I seksjonen brukte vi hermiteinterpolasjon som utgangspunkt selv om kurven var C2-
glatt. Dette var grunnen til at de ukjente var de 1.-deriverte i interpolasjonspunktene. Nar
vi na har B-splines, er det mer naturlig at de ukjente er koeffisientene, dvs. kontrollpunk-
tene.

Gitt m strengt pkende reelle tall {x;}", og m punkt {p;}7" . Vi skal nd konstruere en
3.-grads B-splinekurve,
c(t)=T31) c.

Kravet er sa at ¢(¢) interpolerer de gitte punktene ved de gitte tallene, dvs. c(x;) = p;,
i=1,2,...,m. Fordi vi skal bruke 3.-grads B-splines, fglger det at antall skjgtverdier ma
vare m+ 6, dette fordi vi gnsker enkle skjgter internt siden kurven skal vere C2-glatt,
og at vi ma ha 4 like skjgtverdier ved start og ved slutt. Siden antall skjgter for en 3.-
grads B-splinekurve er lik antall kontrollpunkt pluss ordenen k = 4, fglger det at antall
kontrollpunkt ma veere n = m + 2. Skjgtvektoren blir da:

istarten: fyg=1t =t =13 =X

til slutt: by =thyl =2 =43 = Xy

ogellers: ti=x;_,, for i=4)5....n—2n—1.

Figur [6.18] viser skjgtvektoren som blir generert av en gitt x-vektor og et plott av de B-
splines den genererer. Nar graden er 3 ma det vare 4 like skjgtverdier ved start og slutt.
Det gjor at kontrollpunktene ved start og ved slutt er lik interpolasjonspunkt, dvs.

co=p1 08 Cp—1=Pm

For a beregne de resterende kontrollpunktene ma vi lgse et linezre ligningssystem som

ligner pé ligning (5.16) i seksjonen[5.7] dvs.
Ac=Db (6.20)
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hvor

0g

B3, (13) B3,() 0 0
B31(ta) B3a(ta) B3jz(ts) 0
0 Bsa(ts) Bas(ts) Bsalts) 0
0

0 B3,n74(tn71) B3,n73 (tnfl) BB7n72(tnfl)
0 .. . 0 B/3/.,n73 (tn) B/3/,n—2(tn)

€1 _Bg,o(ﬁ) o
: p2
Pm—1

Cpn _Bg,n_l(tn) Cn—1

I denne ligninga er det brukt fri-ende-betingelse, som betyr at den 2.-deriverte er null 1
starten og i slutten (se i seksjon[5.7). Alle rader i A, unntatt den fgrste og siste, kan
lages med a bruke Algoritmen |3| Den fgrste og siste raden kan lages med bruk av Algo-
ritmen 4}, for sa a bruke de 2 forste og 2 siste elementene fra tredje rad i resultatmatrisen.

Figur viser et eksempel pa B-splines i kubisk splineinterpolasjon, her er m = 8 (det
er 8 klynger med skjgtverdier). Det fglger at det er n = 10 B-splines, og 14 skjgtverdier
(markert med rgde kuler). Til venstre i figur er det bare 4 B-splines # 0 i forste
segment, B3, B3 1, B3 » 0g B3 3. Men siden B 5(13) = 0, fér vi et uttrykk med 3 ledd som
beskriver 2.-deriverte ved start. P4 slutten av kurven ser vin det samme, bare speilvendt.
Dermed far vi fglgende betingelser:

c"(t3) = B3 o(t3) co+ B3 1 (13) c1+ B35 (t3) 2 =10
C”(l‘m) = ng (t10) 7 +B/3/78(l10) cg —|—Bg79(t10) c9 =0,

og hvis vi reorganiserer disse to uttrykkene far vi,

B3 1(13) c1 + B35 (13) ca = —B5(13) co
BS 5 (t10) ¢74 B3 g(t10) cg = —B3 g(t10) ¢o

Disse to restriksjonene blir da den fgrste og den siste linjen i matrise A i (6.20). Som vi
ser 1 figur er bare tre B-splines forskjellige fra null i alle interne skjgter. For sa a
interpolere i disse interne skjotene, fglger det at (som vi kan se fra figuren):

c(t;) = B3,i—3(t;) ¢i—3+ B3 i—2(t;) ci—2+B3,i—1(t;) ci—1 = pi—2,

som er det alle de andre linjene (untatt fgrste og siste) i matrisen A i ligning (6.20)) viser.
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6.5 B-splineapproksimasjon og minste kvadrater

Som vi sa i kubisk splineinterpolasjon, er antall interpolasjonspunkt lik antall kontroll-
punkt minus punktene ved start og slutt. Det vil si at systemet er bestemt og kan lgses.
Hvis antallet interpolasjonspunkt derimot er stgrre enn frihetsgradene, kan vi ikke inter-
polere og vi far ingen kvadratisk matrise. Sa hva kan gjgres? En mulighet er a bruke

minste kvadraters metode.

Sa gitt m strengt gkende reelle tall {x;};", og m punkt {p;}:",. Vi kan nd lage en B-
splinekurve av grad d,

c(t) =T e,

hvor antall kontrollpunkt er n < m. I motsetning til kubisk splineinterpolasjon, har vi na
frihet til a lage en skjgtvektor delvis uavhengig av x;-verdiene, men skjgtvektoren ma
lages slik at det finnes minst en x; verdi internt i domenet til hver eneste B-spline (basis).

Vi har sa fglgende optimale gnske for hvert av de m oppgitte punktene,

c(xi) = iocj'bd,j(xi)

n—1

J

=pi, i=12,...,m.

Hvis vi formulerer dette i en matrise/vektor-ligning, far vi

Ac=p.

6.21)

Her er A en m x n-matrise der hver rad har maksimalt d + 1 elementer som ikke er null.
Vi skal se pa et eksempel, en 2.-grads B-splinekurve hvor vi har laget en skjgtvektor der
fo=1t =t =X,y =lyt1] = ty12 = X, 13 > X2 0g 1,1 < Xp—1. Elementene i ligningen

blir,
Bro(x1)
0
A= :
0
og hvor

0

By 1(x2)

Byo(x1) B2i(x1)  Baa(xi)

B 2(x2)

B 3(x2)

B n—a(xm—1) Bapn—3(xm—1) Bap—2(Xm—1)

€0
C1

Cn—-2
Cn—1

BZm43<xm)

0g

BZmAQ(xm)
0

P1
P2

Pm—1
Pm

ABZﬁAJ(xm)
BZWAJ(xm)

(6.22)
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Figur 6.19: Til venstre er en del av en sirkel plottet i svart, og en 3.-grads B-splinekurve i
rgdt. Den er laget av 60 punkt pa sirkelen og bruk av minste kvadraters metode. Til hgyre
er sirkeldelen i svart og en 3.-grads B-spline kurve i bldtt. Denne er laget med minste
kvadraters metode inkludert glatting med oc = 1.

Alle rader i A kan lages ved hjelp av Algoritmen [3] En av parameterne i algoritme [3] er
¢. I rad nummer i i A bruker vi x;, i = 1,...,m som parameter til basisfunksjonene. Det
fglger at ¢ kommer fraz; <x; <tc ;. Hvisi=merg=n—1.

Siden matrisen A ikke er kvadratisk og dermed ikke inverterbar, kan vi ikke lgse den som
den er. S& hva gjgr vi? Vi tar utgangspunkt i min|A ¢ — p|?, deriverer med hensyn pi ¢, og
finner nar den er 0. Det vil si £ (|Ac|>—2pAc+ |p|?) =0, og som gir 2ATAc—2ATp =0.
Dermed, for a finne minste kvadraters uttrykket, ma vi lgse

Be=y, hvor B=ATA og y=ATp. (6.23)

Hvis m = n, kan (6.21)) lgses direkte og vi har en interpolasjon, men som er forskjellig
fra klassisk kubisk splineinterpolasjon. Hvis m > n og typisk mye stgrre, vil (6.23)) lage
en ligning med en n x n matrise B = ATA og en vektor med n punkt y = A”b, dvs. en
ligning som er lett & Igse. Dette fordi matrisen er symmetrisk rundt hoveddiagonalen og
ogsa diagonaldominant fordi den mest innflytelsesrike basisen er pa diagonalen. Matrisen
kalles positiv-definite (definert av x” Ax > 0 for enhver vektor x som ikke er null), og
kan Igses bedre og raskere ved a bruke Cholesky- eller QR-faktorisering i stedet for LU-
faktorisering. Se avsnitt om BLAS - eller numeriske beregninger 1 [[78].

I figur [6.19]er et eksempel plottet. Det er et stykke av en sirkel samplet i 60 punkt. Disse
punktene sammen med en vektor av parameterverdier brukt i samplingen er sa brukt til
a lage en 3.-grads B-splinekurve. Denne kurven er klemt og har ellers en uniform skjgt-
vektor. Til venstre i figuren er B-splinekurven laget ved & bruke en rein minste kvadrat-
metoden og med 5 kontrollpunkt. I figuren er sirkelbuen svart mens B-splinekurven er rgd.
En n®rmere studie av disse to kurvene viser at B-splinekurven oscillerer rundt sirkelbuen.
Dette er typisk for interpolasjon og ogsa approksimasjon ved bruk av minste kvadraters
metode. Det er et resultat av & balansere feilen.

Graden til en B-splinekurve begrense formmuligheten til kurven. For & illustrere proble-
met kan vi bare tegne en frihandskurve pa et ark, og sa stille spgrsmalet; er det mulig a
finne formelen for denne kurven? Svaret er ja, men det er en hake med det, dimensjonen
til funksjonsrommet blir uendelig. Hvis vi reduserer denne dimensjonen til 4, dvs. en 3.-
grads B-splinekurve, far vi en approksimasjon. Hvis vi tvinger kurven til & ga gjennom
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et sett med punkt eller optimalt sa nart som mulig vil kurven ngdvendigvis oscillere i
forhold til en utgangskurve.

Ofte vil vi ha en glatt kurve som er tilstrekkelig ner. Vi kan da legge til et ekstra ledd i
ligningen, dvs. minimere kvadratet av krumningen, eller det som er enklere, kvadratet av
2re-deriverte. S i tillegg far vi ¢ (t) = Y1~ by ;(t)ci, som gir min IDe|?, der matrisen D
er lik matrisen A bortsett fra at basisfunksjonene erstattes av 2.-deriverte av basisfunksjo-
nene. Vi far dermed Be = b, hvor B = ATA + o D'D oghb= ATp. Her er o en skalar
som bestemmer vekten av glattingen. P& hgyre side i figur[6.19kan vi se den samme ap-

proksimasjonen i blatt som den til venstre, men her er det lagt pa en glatting med o = 1.

Minste kvadrater og B-splines

Gitt m punkt p, og m parameterverdier X. Vi lager sa en B-spline kurve av grad d,
med n < m kontrollpunkt og en skjgtvektor 7, der alle x-verdiene er i domenet, og
hvor domenet til hver B-spline inkluderer minst én x-verdi. Vi far da

Bec=y, hvor B=ATA+aD/'D og y=ATp.

m X n matrisen A er i henhold til (6.22), og som ogsa gjelder for matrisen D, men
hvor B-splines er erstattet med 2.-deriverte av B-splines. o er en skalar som bestem-
mer glattingen. Hvis o = 0 har vi en vanlig minste-kvadraters metode og kan bruke
algoritme [3| for & generere A. Ellers er det en minste kvadratisk glattingsmetode og
vi ma bruke algoritme [4]- 1. rad for & generere A og 3. rad for a generere D.

6.6 NURBS

NURBS er en forkortelse for “non uniform rational B-splines". Ikke uniforme B-splines
er de mest vanlige B-splines, og er definert av skjgter som kan vere vilkarlig fordelt. Det-
te i motsetning til uniform B-splines som ble definert (pa en implisitt heltallsskjgtvektor)
av Schoenberg i [138, [139]]. For a beskrive rasjonale B-splines er det ngdvendig a kjenne
til homogene koordinater, ofte brukt i grafiske systemer som OpenGL. Et homogent koor-
dinatsystem er knyttet til det projektive rommet P ﬂ En konkret beskrivelse er at P” kan
vare definert som rommet til alle uendelige rette linjer i R”*! som gar gjennom origo.
Forskjellen i forhold til kartesiske koordinater er at vi far én ekstra koordinat sammenlig-
net med en tilsvarende euklidske/afﬁne—ronﬂ Vi har ¢ = (x,y,z,w), nér q er et element i
et 3D-rom. Bruker denne beskrivelse det fglger at ¢ € P3 kan uttrykkes ved

q = (kx,ky,kz, kw),

hvor g er uavhengig av k, dvs. k kan vere en hvilken som helst reell som ikke er null.

"Projektive rom er beskrevet i seksjon og homogene koordinater i seksjon For en grundigere
studie, se f.eks. [[11] eller [30].

8 Affine rom er omtalt i seksjon Affine rom er rom av punkt med tilhgrende vektorer. Punktene i
affine rom er uavhengig av origo, og origo er bare ett av punktene pa lik linje med alle andre. Se ogsa
http://en.wikipedia.org/wiki/Affine_space eller |https://encyclopediaofmath.org/wiki/Affine_space.
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Figur 6.20: Tre versjoner av en rasjonal B-splimekurve (NURBS) av grad 3. Det er
bare vekten, w», knyttet til kontrollpunktet cy, som har ulike verdier i de tre eksemplene.
Kontrollpolygonet og skjptvektoren er det samme for alle tre kurvene.

Det er en kanonisk injeksjon av R” inn i P". Dette betyr at et affint rom R" kan vere
inkludert i P etter standardovergangen

(X1yeeeyXn) = (X1, 000X, 1).

Affine punkt kan gjenopprettes fra projektive punkt med overgangen

X1 Xn X1 Xn
(xl,...,xn,xn+1)~( ey ,1)r—>< ey >
Xn+1 Xn+1 Xn41 Xn+1

Definisjon 6.7. lkke-uniforme rasjonale B-splines (NURBS) er vanlige ikke uniforme B-
splines i det projektive rommet, men som sa overfgres til et affint rom. Det fglger da at en
B-spline i P" er

c(t) =T(t) ¢,
hvor hvert element cj, j=i—d,i—d+1,...,i av cer gitt i homogene koordinater
Cj= wj-(ij,... yXjns 1).
Til slutt, selve overgangen fra det projektive rommet P" til et affint rom R" blir da

Td(¢
) = L

T(t) w
hvor w = (Wi_g,Wi—g41,-..,w;)!. Formelen er da NURBS-definisjonen.
Det fglger av uttrykk (6.24) at hvis w; = 1 for alle i, sa er NURBS en vanlig B-spline

funksjon i et affint rom. For a skissere kontrollpolygonet, dvs. koeffisientene ¢;, i =
0,...,m— 1, der m er antall koeffisienter, ma punktene overfgres fra P" til R", dvs.

(6.24)

Wi(Xi 1, Xin, 1) = (X1, .oy Xin)-

Figur viser en rasjonal 3.-grads B-spline kurve plottet 3 ganger hvor vekten av den
tredje koeffisienten er wp = %, wy = 1 og wr = 10. Effekten er tydelig demonstrert - som
vi ser vil en liten vekt skyve kurven fra kontrollpunktet, mens en stor vekt trekker den mot
kontrollpunktet.
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6.7 Uniforme B-splines og subdivisjon

Uniforme B-splines med heltalls-skjgtvektor , beskrevet i (6.2) og (6.3), var den fgrs-
te typen B-splines utviklet av Schoenberg. Spesielt symmetrien og det faktum at alle
basisfunksjoner er like, bare translatert i forhold til hverandre, medfgrer at skjgtinnset-
ting i midten mellom skjgtene kan forenkles svert mye slik at vi far et enkelt skjema.
Skjgtvektoren brukes egentlig bare for a lage skjemaet. Etter en runde med innsettinger
kan vi tenke oss en reparametrisering til heltallsskjgtverdier igjen, slik at vi med neste
subdivisjon kan bruke det samme skjemaet. Dette fgrer til subdivisjonskurver.

Subdivisjon er egentlig vanlig hjgrnekutting, hvor et punktsett erstattes med et nytt stgr-
re punktsett der de nye punktene ligger pa linjene mellom punktene i det forrige settet.
Men subdivisjon kan ogsa vare interpolasjon, hvor de nye punktene legges til det fgrste
punktsettet, og hvor de nye punktene ikke ngdvendigvis er inne 1 den konvekse omhyld-
ningen til det originale punktsettet. I de fglgende seksjonene skal vi se pa begge typer
subdivisjon, og vi starter med interpolasjon.

6.7.1 Catmull-Rom subdivisjonssplines

Catmull-Rom splines er omtalt i avsnitt[5.6] side [69] og senere vist i figur [6.17] side
Catmull-Rom splines interpolerer et sett med punkt pa en slik mate at de 1.-deriverte i
hvert punkt er lik vektoren som gar fra punktet fgr til punktet etter det gitte punktet, men
da skalert med % Hvis vi bruker en uniform heltallsbasert skjgtvektor, da kan Catmull-
Rom splines utvikles som en interpolerende C'-glatt subdibisjonskurve, [20].

Gitt skjgtverdiene {—1,0, 1,2} og punktene p;_1, pi, pi+1 0g pi+2, pa lagrangepolynom-
form far vi da en kurve som interpolerer punktene pa formen,

c(t) = L3 o(t)pi—1+L3,1(t)pi+ L3 2(t) pis1 + L3 3(t) pisa2
= 0)(-2) L D= 1)(-2)
QR T T ) K I T Ty

)
(t+1)t(r—2) (t+1)t(r—1)
amen e P ©625)

(£ =362 +2t) pi1 + % (£ =202 1 +2) p;

N = O\ =

1
(P =12 =2t) pir1 + ¢ (£ —1) pita.

Hvis vi sa regner ut formelen for Catmull-Rom splines ved t = %, midtveis mellom punk-

tene p; og p;i1, far vi et 4-punkts subdivisjonsskjema for Catmull-Rom splines, ogsa kalt
Dubuc-Deslaurier subdivisjonsskjema;

~ 1 9 9 1
Pi=—1gPi-1 + T6? + TePit1 — 1gPiH2 (6.26)

der punktet p; er et nytt punkt som ligger mellom p; og p; 1. Fremgangsmaten er ganske
klar. Gitt et punktsett. Dette settet kan vi sa utvide med a lage nye punkt mellom alle de
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Figur 6.21: Til venstre ser vi et plott av en dpen Catmull-Rom subdivisjonskurve. De
svarte sirklene er startpunktene, de grgnne punktene er 1.-nivaet, de bla er 2.-nivdet og
de oransje er 3.-nivdet med nye punkt. Til hpyre vises et plott av en lukket Catmull-Rom
subdivisjonskurve med de samme startpunktene som kurven til venstre.

gamle punktene ved a bruke Dubuc-Deslaurier-subdivisjonsskjemaet. Denne prosessen
kan vi sa gjenta inntil vi mange nok punkt. Merk at vi kun bruker det gamle punktsettet
til & generere de nye punktene, som da skal vere mellom de gamle punktene, samt at vi
beholder alle de gamle punktene.

Hvis kurven er lukket, dvs. topologisk lik en sirkel, implementerer vi “at hodet biter ha-
len", se algoritme [5S| Men hvis kurven er apen, dvs. inkluderer et start- og et sluttpunkt,
da fungerer ikke skjemaet ved start og slutt. Vi kan enten trekke oss vekk fra endene etter
hvert som vi gar inn i rekursjonen, eller vi kan endre skjemaet i endene. Vi gjgr det siste
og i utgangspunktet bruker vi da samme formel, (6.25]). Indeksen for de fgrste fire punk-
tene er 0,1,2,3. Fordi vi na gnsker et nytt punkt mellom py og p; endrer vi ¢-verdien,
dvs. vi bruker formel li medt = —%, dvs. halvveis mellom punktene pg og p, og far

felgende skjema,
15 5 1

N 5
Po= 1gPo + 6P~ 1672 + 1603 (6.27)

hvor punktet py er et nytt punkt som ligger mellom pg og p;. Pa slutten kan vi bruke det
samme skjemaet, men speilet. Hvis det siste punktet har indeks n, dvs. p,, sa far vi

~ 5 15 5 1

Pn—1= Epn + Epn—l - EPn—Z + Epn—& (628)

hvor punktet p,_ er et nytt punkt som ligger mellom p,,_{ og pj.

En spenningsparameter ble lansert i [56]. Dyn et al. introduserer @ = %, som gir:

=R 1
pi= (§+a)> (pi+pi+1)—a)<l?i—l +Pi+2>7 (6.29)

som er en omformulering av (6.26). Men o kan endres, og Dyn viste i [56] at kurven er
C'-glatt hvis 0 < @ < Y31,

En beskrivelse av en algoritme uten spenningsparameter fglger na. Det vil vare noen
forskjeller mellom en algoritme for & lage en dpen kurve og en algoritme for en lukket
kurve. I algoritmebeskrivelsen nedenfor er forskjellene beskrevet etter selve algoritmen,
som i utgangspunktet er for en apen kurve.
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Algoritme 5. (Forklaring av notasjonen, se avsnitt “Algoritmisk sprak", side[6])
Algoritmen lager en vektor av samplingspunkt til en kurve basert pa Dubuc-Deslaurier-
subdivisjonsskjema. Det er en algoritme for dpne kurver men kan endres for lukkede kur-
ver. Innput er: startpunktene {P;}"_, og forfiningsnivdet d.

Vector(Point) CatmulRom( vector(Point) P, int d )

int n= P.size—1; // Antallet intervall
int m=29n; // Det endelige antallet punkt
vector(Point) ®(m+1); // Returvektoren - m+ 1 punkt.
for (int i=0; i < P.size; i++ )

Doy, =Py // Setter inn de innkommende punktene
for (int j=1; j<d; j++) // For hvert niva av forfining

int h=247;

int k=2h;

D), = Zpo+ 120k — 5P+ 5P // a) - fra

for (int i=l;i<n—1;i++)
Dpin = —%pk(,;l) + %pki + 19_6pk(i+1) - 1L6pk(i+2); // b) - fra
Dpnh = 15Pkn+ 1o Pk(n—1) — 15Pk(n—2) + 16 Pk(n—3) // ¢c) - fra
return ®;

Hvis kurven er lukket, endrer vi antallet intervall til, int n = P.size;
etter d ha satt inn de opprinnelige punktene legger vi til ®,a, = Fy;
vi erstatter raden merket a) med o), = _1_16Pk(n—2) + %pk + %pzk - 11—6p3k,'
: 1 9 9 1 .
og vi erstatter raden merket ¢) med @y, = — ¢ pak + 16 Pkn + T6Pk(n—1) — 16 Pk(n—2)>

Husk at i programmeringssprak av C-familien, kan 2¢ implementeres med 1 << d.

Pa venstre side i figur vises en apen Catmull-Rom subdivisjonskurve laget ved a
bruke algoritmen som er beskrevet ovenfor. Vi starter med n+ 1 “svarte punkt" hvorn =7.
Dette er de opprinnelige punktene. Vi bruker sa 3 forfiningsniva, dvs. d = 3. Vi fglger
beskrivelsen ovenfor og finner at m = 237 = 56, si vi vil ha 57 punkt nér hele prosessen
er fullfgrt. Vi kopierer de 8 originalpunktene til qo, gs,4q16,924, 93259405948 08 gs6- P4 1.-
niva er dermed k = 4 og k = 8. I samsvar med algoritmen legges det na til 7 nye “grgnne
punkt" med indeksene 4,12,20,28,36,44 og 52. Pa 2.-niva legger vi til 14 nye “bla punkt"
med indeksene 2,6, 10, 14,18,22,26,30,34,38,42,46,50 og 54. Til slutt pa 3.-niva setter
vi inn 28 nye “oransje punkt" med indeksene 1,3,5,...,51,53 og 55. Som vi kan se til
venstre i figur [6.21] er det totale antall poeng 57. Hvis vi hadde brukt 4 forfiningsniva,
ville det totale antallet vaert 113.

Til hgyre 1 figur er et plott av en lukket Catmull-Rom subdivisjonskurve laget med &
bruke den samme sett med punkt som kurven pa venstre side i figuren.

6.7.2 Chaikin’s algoritme, 2.-grads subdivisjonssplines

Vi skal na se pa den enkleste prosedyren for hjgrnekutting. George Chaikin holdt en fore-
lesning ved University of Utah i 1974, hvor han kom med en ny prosedyre for a gene-
rere kurver med utgangspunkt i et begrenset sett med startpunkt [21]. Denne algoritmen
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var blant de fgrste forfiningsalgoritmene basert pa hjgrnekutting. Algoritmen forfiner et
punktsett pa en slik mate at det konvergerer mot en glatt kurve. Algoritmen er avledet fra
en 2.-grads uniform B-splines [136]. Vi tar utgangspunkt i matrisen fra skjgtinnsetting,
uttrykk (6.13)), og legg inn en ny skjgt midt mellom #; og i1,

PDi-1\ _ L—woig (L) wo g (L 0 p;_l
92 0 1 —wo i (5E) (L) pi+11 ’

S

hvor de to nye punktene ligger pa hver sin sider av p;. Hvis vi antar en uniform skjgtvektor
av heltall, da er

1 1
[ttt 2—(=1) 3 [ttty _ -0 1
wz,,1< 5 ) == og wo i > =i—=3

og hele punktsettet p; kan erstattes av fglgende sett med to nye punkt i hvert av interval-
lene pj, pit1,

3 1
q2i = = DPi+ 7 Di+1 og
‘1‘ ‘3‘ (6.30)
i+l = Zpi + Zpi+1-

Hvis antall intervall er n sa er antallet punkt for en apen kurve n+ 1 og for en lukket kurve
n. Antall punkt vi far etter en runde med hjgrnekutting er altsa 2 punkt i hvert intervall,
dvs. 2n. Dette betyr at for apne kurver er na antall intervall 2n — 1, men for lukkede kurver
er det 2n. Imidlertid ma vi for lukkede kurver legge til en kopi av det fgrste punktet pa
slutten. Etter d runder med forfining far vi at det endelige antallet med punkt er:

m= Zd(n —1)+2, for apne kurver, og m=2%+1, forlukkede kurver. (6.31)

Pa grunn av ser vi at for en apen kurve vil startpunktet flyttes fra py mot p;, pa
samme mate vil endepunktet flyttes fra p,, mot p,_. Vi kan imidlertid beregne hvor mye
start- og sluttpunktene vil bevege seg. Fra (6.30) ser vi at etter den fgrste hjgrnekuttingen
er startpunktet flytte x = 211( p1 — po)- I neste trinn vil den flyttes x = %%( P1— Po), og slik
fortsetter det slik at for d forfiningsniva far vi,

d
1
x= Z g hvor x er en faktor som forteller hvor endepunktene ender. (6.32)

i=1

En lgsning pa dette er a flytte start- og sluttpunktene slik at fgrste og siste punkt i punkt-
settet vil veere ved start og slutt pa kurven etter forfiningen. Merk at dette kun er mulig for
en 2.-grads subdivisjonskurver. Dette fordi en 2.-grads B-splinekurve bergrer kontrollpo-
lygonet i skjgtverdier. Dermed far vi,

X X
(Po=p1) 08 Pn=pati—

Dette subdivisjonskjemaet er det samme som vi finner 1 Doo-Sabin flatekonstruksjon,
(54, 53], og det er derfor naturlig & kalle kurven som en Doo-Sabin kurve. Figur [6.22]
viser et eksempel pa en Doo-Sabin-kurver, en apen kurve til venstre og en lukket kurve til
hgyre. Her fglger na algoritmene.

Po = po+ (pn _pn—l) (6.33)

1—x
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Figur 6.22: Hjgrnekutting i subdivisjonskurver ved bruk av Chaikin’s algoritme, laget
av samme sett med punkt som kurven i figur[6.21] Pd venstre side er en dpen kurve plottet
0g pa hgyre side er en lukket kurve plottet. De svarte sirklene er de initiale punktene.

Algoritme 6. (Forklaring av notasjonen, se avsnitt “Algoritmisk sprak", side[6])

Algoritmen lager en vektor av sampelpunkt til en kurve basert pa Chaikin’s algoritme.
Det er en algoritme for apne kurver og en for lukkede kurver. Innput er: startpunktsettet

{B}"L, og forfiningsnivdet d.

vector(Point) ChaikinOpen( vector(Point) P, int d )

int n=Psize—1;
int m=29(n—1)+2;
vector(Point) ®(m);
double x =Y | o+,
Dy =P+ IL—)C(PO —Pl),‘
for (int i=1;i<n;i++)
D; =Py
D, :Pn'f’ﬁ(Pn_Pnfl);
for (int j=1; j<d; j++)
for (int i=n-1;i>0;,i——)
Py =3P+ 1Py1;
Pyv1 =P+ 3Py;
n=2n-—1;
return ®;

// Antallet intervall

// Det endelige antall punkt, fra
// Returvektoren med m punkt.

// faktoren for d flytte endepunktene, se

// Flytter det fprste punktet iht
// Setter inn de orginale punktene
// Flytter siste punkt iht

// For hvert nivd av forfining

// Lage nye punkt iht (6.30

// Antall intervaller pa neste niva

vector(Point) ChaikinClosed( vector(Point) P, intd )

int n = P.size;
int m=29n+1;
vector(Point) ®(m);
for (int i=0;i<n;i++)
®; =F;
(I)n = P(),'
for (int j=1; j<d; j++)
for (int i=n-1;i>0;i——)
Py = %Pi + };PHI;
Pyi1 =3P+ 3Py;
D, = Py,
n=2n;
return P;

// Antallet intervall
// Det endelige antall punkt, fra

// Returvektoren med m punkt.

// Setter inn de orginale punktene
// Kopier startpunktet til slutten
// For hvert nivd av forfining

// Lage nye punkt iht (6.30

// Kopier startpunktet til slutten
// Antall intervaller pa neste niva
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Figur 6.23: En B-spline By ;(t), i striplet svart. Den er laget av en sum av
Wat1,i(t)Ba i(t) (rédt) og det speilede produktet av den neste B-spline av grad d (blatt).
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Figur 6.24: Plott av 4 lukkede subdivisjonskurver som alle er generert fra samme sett
med punkt som kurvene i figurene [6.21] 0g[6.22) I rodt ser vi en 3.-gradskurve, i bldtt en
4.-gradskurve, i gront en 5.-gradskurve og i oransje en 6.-gradskurve. De svarte sirklene
er startpunktene.

6.7.3 Lane-Riesenfeld’s subdivisjonsalgoritme

Det finnes imidlertid en enklere og ogsa mer generell mate a utvikle subdivisjonsskje-
maer for uniforme B-splines. I 1980 ble Lane-Riesenfeld’s subdivisjonsskjema lansert,
[111]]. Denne algoritmen genererer enten lukkede kurver eller apne kurver som ikke er
klemt. Den er en kompakt, veldig enkel og dermed ogsa en elegant algoritme, og fglger
egentlig av symmetrien rundt midtverdiene mellom to skjgter og rekursjonen By ;(t) =
wat1,i(t)Bai(t) + (1 = Was1,i+1(2))Baiv1(t) som er illustrert i figur[6.23] Algoritmen er
delt inn i to deler. Fgrst dobles punktsettet, noe som kan gjgres ved enten a lage to av hvert
punkt eller a sette inn nye punkt midt mellom alle punktene. Neste trinn er glatting/grads-
heving. Her erstatter vi alle punktene med nye punkt midt mellom alle de gamle punktene,
dvs. p; = % (pi+ Pi+1) og resultatet er en gradsgkning. Dette trinnet gjentas til vi har opp-
nadd gnsket polynomisk grad. Totalt har vi na doblet antall punkt. Hele prosedyren med
dobling og glatting gjentas til vi har det gnskede antall med punkt.

I figur [6.24] vises fire kurver, alle laget ved hjelp av Lane-Riesenfeld’s subdivisjons-
algoritme. Kurvene er lukkede B-splines av polynomgrad 3, 4, 5 og 6, alle laget fra det
samme settet med 8 punkt som ogsé er brukt i figurene og Lane-Riesenfeld’s
subdivisjonsalgoritmen fglger na.
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Algoritme 7. (Forklaring av notasjonen, se avsnitt “Algoritmisk sprak", side[6])
Algoritmen lager en vektor av sampelpunkt til en kurve basert pd Lane-Riesenfeld’s algo-
ritme. Det er en algoritme for lukkede kurver og en for apne, men ikke for klemte kurver.
Det er 3 hjelpefunksjoner som brukes av hovedalgoritmene. Innput er: startpunktsettet
{P, l’.’:_ol og forfiningsnivd k og grad d.

vector(Point) LaneRiesenfeldOpen( vector(Point) P, int k, int d )

int n = P.size; // Antallet intervall
int m=2%(n—d)+d; // Det endelige antall punkt
vector(Point) ®(m+d—1); // Returvektoren med m punkt.
for (int i=0;i<n;i++)

D; =PF; // Setter inn de orginale punktene
for (int i=0;i<k;i++) // For hvert niva av forfining

n = doublePart(®, n);
smoothPartOpen(®, n, d);
D.resize(m);
return P;

vector(Point) LaneRiesenfeldClosed( vector(Point) P, int k, int d )

int n = P.size; // Antallet intervall
int m=2%n+1; // Det endelige antall punkt
vector(Point) ®(m); // Returvektoren med m punkt.
for (int i=0;i<n;i++)

D; =PF; // Setter inn de orginale punktene
D, =PFy; // Lukking av kurven
for (int i=0;i<k;i++) // For hvert nivd av forfining

n = doublePart(®, n);
smoothPartClosed(®, n, d );
return P;

int doublePart( vector(Point)& P, int n)
for (int i=n-1;i>0;i——)
Py = Fi;
Py = 3(P+Py);
return 2n — 1;

b

void smoothPartOpen( vector(Point)& P, int& n, int d )
for(int j=1; j<d; j++, n——)
for (int i=0;,i<n—1;i++)
P,=3(Pi+P1);

void smoothPartClosed( vector(Point)& P, int n, int d )
for (int j=1; j<d; j++)
for (int i=0;i<n—1;i++)
P, =3(P+Piy1);
P11 = P,
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Figur 6.25: Til venstre vises en Doo-Sabin-kurve sammen med dens 1.-deriverte plottet
i gront. Til hgyre er en Catmull-Clak-kurve og dens 1.-deriverte ogsa plottet i grgnt. De
er begge laget fra samme punktsett, plottet som kobberfargede kuler.

Som leseren kanskje ser, er det mulig a erstatte de nestede Igkkene i glattingsdelen med et
skjema som er laget med Pascals trekant, dvs. hvis graden er 3 kan vi bruke P, = }1( pi+
2pis1+piv2), eller hvis gradener 4, P, = % (pi+3piv1+3pira+pir3)). Deter ogsa mulig
a optimalisere ved a sla sammen de to delene og utvikle spesifikke opplegg for gitte grader.
Ser vi pa en grad 3-kurve ser vi at vi har to niva. Pa grunn av doblingen av punkt har vi 3
og 3 punkt som ligger pa en rett linje. Derfor, pa grunn av 2 nivaer, vil hvert andre punkt
vere lik midtpunktene som ble generert. De andre punktene vil da vaere Q; +2Q;1+ Qjt2
der Q; og Qi1 vil veere midtpunkt. Vi fir da Pj = }1 (%(P,;l +P)+2P+ %(Pl +Pi1)).
Dette fgrer til det vi kan kalle Catmull-Clark-kurver.

Catmull-Clark-kurver, navngitt etter Catmull-Clark-flater, [[19], - er 3.-grads uniforme B-
splines. Algoritmen som fglger er en optimalisert Lane-Riesenfeld-algoritme der bade
doublePart()- og smoothPartOpen()-funksjonene erstattes av,

int CatmullClarkOpen( vector(Point)& P, int n')
for(int i=n—2;i>1;i——)
Psi =5 (P+Pis):
Pyi1=5(P-146P+P1);
Point q = % (Py+ 6P+ P);
P=1(P+P);
Po=5(Ro+P);

return 2n — d;

eller hvis den er lukket der bade doublePart()- og smoothPartClosed()-funksjonene erstat-
tes av,

int CatmullClarkClosed( vector(Point)& P, int n)
Py = % (Pi—1+6Py+Py);
for(int i=n—1;i>0;i——)
Poiy1 =5 (Pi+Pi);
Py =4 (P_1+6P,+Py1);
P=3(R+P);
Po = Pay;
return 2n;
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Til venstre i figur [6.25] er det et plott av en Doo-Sabin-kurve og til hgyre et plott av en
Catmull-Clark-kurve. Den 1.-deriverte for begge kurvene er ogsa plottet. Dette er gjort
som vektorer i hvert samplepunkt og er vist som grgnne linjestykker. De derivert er ge-
nerert ved bruk av dividerte-differanser. Vi kan tydelig se at Doo-Sabin-kurven til venstre
bare er C' — glart, mens Catmull-Clark-kurven til hgyre er minst C> — glart. Dette er da
ogsa i samsvar med kontinuitetsegenskapene til B-splines.

Subdivisjon er svert mye brukt, spesielt innen datagrafikk. Her er bare et lite utdrag av
artikler pa feltet som gar utover det vi har gatt igjennom her; [56, (58,187, (70,57, 113} [155]].



Kapittel 7

Blending

Bézier og B-splines er basert pa blending av punkt, hermitekurver er basert pa blending
av punkt og vektorer, Coons Patch [26] er egentlig blending av flater, og Gordon Surfaces
[79]] er ogsa laget ved bruk av blending av kurver og flater. Det er gjort mye arbeid med
blending, eksempler er [161]], [86], [149]. Det er derfor av interesse a undersgke blending
mer detaljert, og spesielt se pa blendingsteknikker for a blende funksjoner generelt. Vi
starter med a definere B-funksjoner som fgrst ble omtalt i [104]].

7.1 B-funksjonen

B-funksjon er en forkortelse for blendingsfunksjon. Den er konstruert for & blende funk-
sjoner (enten de er skalar-, vektor-, punkt-baserte), punkt, kurver, tensorproduktflater eller
trekantedeflater osv. Vi avgrenser en B-funksjon til & veere monotone og vi skal se spesielt
pa symmetriske B-funksjoner og hva det betyr. Definisjonen er:

Definisjon 7.1. En B-funksjon er:

D1 en homeomorfi (“permuteringsfunksjon”) B:I—1 (I=][0,1]CR),
-D2 dermed er B(0) =0,

-D3 og B(1)=1,

—-D4 og den er monoton, dvs. B'(t) >0, tel

D5 En B-function kalles symmetrisk hvis, B(t)+B(l1—t)=1, rel

Denne symmetrien er en punktsymmetri, rundt punktet (0.5 0.5). Andre typer symmetri
vil bli introdusert i seksjoner En mer generell definisjon av en B-funksjon er gitt i
Definisjon[13.1] For & gi en idé om hva en B-funksjon er, skal vi se pa fire enkle eksempler
pa symmetriske B-funksjoner:

a) lineer funksjon B(t) =t

b) trigonometrisk funksjon B(t) =sin* &
¢) polynomfunksjon av orden 1 B(t) =312 -2
d) rasjonal funksjon av orden 1 B(t) i
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Figur 7.1: Fire B-funksjoner (heltrukken svart) og deres deriverte (rgd stiplet). Fra venst-

re ser vi a) B(t) =t, b) B(t) = sin? 5, ¢)B(t) = 31> —21° 0g d) B(t) = (1— t)2 242

Figur[7.1]viser de fire eksemplene pa B-funksjoner plottet sammen med deres 1.-deriverte.
Vi kan tydelig se fra figuren at disse fire funksjonene alle starter pa 0 og slutter pa 1 og at
de alle er monotone. At de er symmetriske fglger av at;
a) B(t)+B(l—t)=t+1—-1t=1,
b) B(t)+B(1—1t) = sin® & +sin (12 D=1,
¢) B(t)+B(1—1t)=3t>— 203 +3(1-1)2=2(1—-1)* =1,

)+B(1—1)=

d) B(t)+B(1—1t 12+f“2+(())+12—1.

B-funksjoner kan organiseres i grupper. Alle eksemplene ovenfor er med i slike grupper
av B-funksjoner. Senere skal vi foreta en grundig gjennomgang av noen av gruppene og
deres egenskaper. Men la oss fgrst se pa definisjonen av en viktig egenskap.

Definisjon 7.2. En egenskap som spiller en sentral rolle er antallet etterfplgende deriverte
som er null ved start og slutt. Vi kaller dette for

B-funksjonens orden

Ordenen til en B-funksjon, forkortelse for hermiteorden til en B-funksjon og betegnet
S, er for en symmetrisk B-funksjon bestemt av:

BD0)=BY(1)=0, j=1,2,..,5. (7.1)
For en ikke-symmetrisk B-funksjon ma vi skille mellom start og slutt,

BY0)=0, j=1,2,...,5.

BU(1)=0, j=1,2,..8. (7.2)

Dette kalles hermiteegenskapen til en B-funksjon og er forklart videre i teoreni/.l)

For eksemplene b), ¢) og d) er B'(0) = B'(1) = 0, dvs. den 1.-deriverte er null ved start og
slutt, men den 2.-deriverte er ikke det. Det fglger at dette er 1.-ordens B-funksjoner.

Senere i dette kapittelet skal vi se pa hgyere-ordens B-funksjoner, og ogsa komplette B-
funksjoner der alle deriverte er null bade ved start og slutt.
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Figur 7.2: [ figuren er to bézierkurver blendet sammen til en kurve ved hjelp av en B-
funksjon. De originale bézierkurvene er plottet i henholdvis blatt og i grgnt. Resultatet av
blendingen er kurven som er plottet i rgdt.

7.2 Blending av to funksjoner

Den enkleste blendingen er blending av to funksjoner/kurver, g1 (¢) og g»(t), organisert i
en sekvens der g|(¢) er den fgrste kurven og g»(¢) er den andre kurven, Begge kurvene
ma ha et felles domene som vi velger a vare [0, 1]. Et eksempel er vist i figur To
bézierkurver er plottet, g1 (¢) i blatt og g»(¢) i grent. Resultatet av blendingen er vist som
en rgd kurve. B-funksjonen som brukes her er B(t) = 3t> — 23, Resultatet av blendingen
er avhengig av rekkefglgen av de to kurvene samt hermiteordenen til B-funksjonen som
er brukt. Dette vil bli drgftet neermere senere. Fgrst skal vi se pa formlene.

Formlene for blending av to funksjoner
Formlene for en to-funksjons-blending er
£6) = (1=B(0)) &1(1) +B(1) 82(0) 03
= 81(t) +B(1) (g2(2) — g1(7)). '

hvor B(t) er en B-funksjon.
Hvis vi betegner differansefunksjonen for h(t) = g2(¢) — g1 (¢), far vi formelen

f(t) = g1(t) +B(1) h(1)). (7.4)

Den 1.-deriverte er

f1(t) =81 () +B(t) W' (1) + B'(t) h(z), (7.5)

og formelen for hgyere ordens deriverte er

F) =g (1) + Xj: (f) B (1) V(). (7.6)
i=0

I figur [7.3] er hastigheten til kurvene fra figur [7.2] plottet. Der kan vi se at hastigheten til
den resulterende kurven er den samme som hastigheten til den fgrste kurven ved start,
dvs. |f'(0)| = |£}(0)], og hastigheten til den resulterende kurven er den samme som has-
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Figur 7.3: Funksjonene viser hastighetene, |c'(t)|, til de to bézierkurvene og den re-
sulterende blendede kurven fra figur[7.2] Plottene av hastighetsfunksjonene har ogsa de
samme fargene som de tilsvarende kurvene i ﬁgur

tigheten til den andre kurven ved slutten, dvs. | f'(1)| = |g5(1)].

Relasjonene mellom de to originale funksjonene kalt lokale funksjoner og den resulte-
rende funksjonen kalt den globale funksjonen, og da spesielt det som skjer i starten og
pa slutten av funksjonene er av spesiell interesse. Fglgende teorem gir en beskrivelse av
dette.

Teorem 7.1. En to-funksjons-blending med B-funksjon har fplgende egenskap

Hermiteinterpolasjonsegenskapen

I en to-funksjons-blending med en B-funksjon, f(t) = g1(t) + B(t) (g2(t) — g1(¢)),
folger det at den globale funksjonen interpolerer den fprste lokale funksjonen i start-
punktet med posisjon og deriverte opp til ordre Sy, dvs.

f90)=¢"(0), j=0,1,..., (1.7)

og likeledes vil den globale funksjonen interpolerer den andre lokale funksjonen i
endepunktet med posisjon og deriverte opp til ordre Sy, dvs.

My =gV(1), j=01,..8, (7.8)

hvor So og S| er hermiteordenene ved start og slutt til den gjeldende B-funksjonen.

Bevis. Vi ser forst pa (7.7). dvs. i starten av funksjonene, 7 = 0. Fra D2 i Definisjon
og fra (7.2) ser vi at B/(0) =0, for j = 0,1,...,S. Dermed fglger det av (7.4) og (7.6) at

f(j)(()) = gﬁj)(O), for j=1,...,8.

A bevise 1| er basert pa et lignende resonnement som ovenfor pa grunn av symmetrien.
Islutten er 7 = 1. Husk fra D3 i definisjon[7.1]at B(1) = 1. Fra (7.3) fglger det at f(1) =
g2(1). Hvis vi skriver om (7.6) ved a skille ut fgrste ledd av summen fér vi

790 =470+ 80 (60~ 0) + X (1) 890 490,
i=0

ogsiden B(1)=1 og BV (1)=0 sier fO(1)=g{ (1), forj=1,...8;. 0
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Hermiteinterpolasjonsegenskapen pavirkes ogsa av de lokale funksjonene. Dette kan opp-
summeres i fglgende teorem;

Teorem 7.2. Hermiteinterpolasjonsegenskapen til en to-funksjons-blending pavirkes av

Den utvidede hermiteinterpolasjonsegenskapen

I en to-funksjons-blending, hvis de to lokale funksjonene er like ved starten, dvs.
21(0) = g2(0), gker ordenen til hermiteinterpolasjonen med 1 ved t = 0, dvs.

F90)=¢0), j=0,1,..,S+1, (7.9)

0g hvis de to lokale funksjonene er like ved slutten, dvs. g1(1) = g2(1), sa gker orde-
nen til hermiteinterpolasjonen med I ved slutten, dvs.

Oy =61, j=01,..8+1, (7.10)

hvor Sy og S| er (hermite)ordenene ved start og slutt av gjeldende B-funksjon.

Generelt, hvis de to lokale funksjonene har lik posisjon og ogsa deriverte ved start,
dvs. g(lj) (0) = ggj) (0), j=0,1,...do, sd pker ordenen til hermiteinterpolasjonen med

do+ 1 ved start, dvs.

FD0)=¢(0), j=01,...S0+do+1, (7.11)

0g hvis de to lokale funksjonene har lik posisjon og ogsa deriverte like i slutten,

dvs. g(lj) (1)= ggj) (1), j=0,1,...dy, sd pker ordenen til hermiteinterpolasjonen med
dy + 1 i slutten, dvs.

M =gd(1), j=0.1,..8+di+1, (7.12)

hvor So og Sy er (hermite)orderen ved start og slutt av gjeldende B-funksjon.

Bevis. Hvis vi skriver om ((7.6)) ved a trekke ut siste ledd av summen i uttrykket far vi
il
190 =0+ X (1)800 1590+ 890 (620) - 1)
i=0
Siden g>(0) —g1(0) =0 fglger det da at summen samt det siste leddet ogsé er null for

j=0,1,....8+1 fordi BY(0)=0 for j=0,1,...,Sp.

Den samme typen argument er ogsa gyldig i slutten av kurven. Dette fulfgrer beviset for
den forste delen av teoremet.

Hvis vi skriver om (7.6)) ved a ta ut de d siste leddene av summen i uttrykket far vi

Pw=gl0+ L (s0n0e ¥ ()80 @00
i=0

i=j—d \!
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Figur 7.4: Figuren gverst til venstre viser en kurve med en lineer blending av de to
punktene p1 og pa. Kurven er plottet med rgde prikker med like avstand (i parameterverdi)
som da viser konstant hastighet. Til hgyre er den trigonometriske B-funksjonen brukt i
blendingen (grgnne prikker) og vi kan tydelig se at hastigheten ikke er konstant. Nederst
er hastigheten plottet. Den rgde viser konstant hastighet, mens den grgnne starter og
slutter pa null. Integralet av de to funksjonene er imidlertid den samme fordi kurvelengden
er den samme.

Fordi B() (0) = 0, er den nest siste summen ogsa null fori =0, 1,...,Sy. Og siden j —i =
dd—1,....0n4ri=j—d,j—d+1,...,jerogsi g&rl)(O)—ggﬁl)(O) =Onirj—i=
0,1,...d. Dermed fglger det at ordenen til de deriverte som er null gar opp til So+d + 1.

Det samme argumentet er gyldig ogsa for r = 1, dvs. i slutten av kurven. Dermed er beviset
for den andre delen av teoremet fullfgrt. [

7.2.1 Eksempler, blending av orden 0 og 1

Eksempel pa blending av to punkt (figur [7.4):

Den enkleste B-funksjonen er den linezre blendingsfunksjonen, B(z) = ¢, mest kjent fra
line@rinterpolasjon. Helt til venstre i figur er denne orden 0 B-funksjon plottet sam-
men med den 1¥-deriverte, og til venstre i figur kan vi se en kurve som er en line®r
blending av to punkt, p; og p,. Fra formel far vi

c(t) = p1+t(p2—p1),

(t) = p2—p1.
Som vi kan se er her den deriverte ¢/(r) en konstant, og hastigheten til kurven er dermed
den samme overalt. Dette kan tydelig sees i figur[7.4/hvor den rgde kurven er plottet med

en jevnt fordelt punktsekvens gverst til venstre, og den rgde linjen i det nederste plottet
som viser hastigheten til kurven.

@verst til hgyre i figur er et plott av en linear kurve laget av formel (7.4) og hvor
B-funksjonen er den trigonometriske B(f) = sin’ Tt av ordre 1. Dette gir formelen

c(t) =p1+ (sin2 %t) (p2—p1)
(1) = (weosZtsin%r) (p2— p1)
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b)

X
% 0.5 1
Figur 7.5: Alle kurver i gront i plottet er g (x), uttrykk . Kurvene i de to nederste
plottene plottet i rgdt er go(x), uttrykk . Kurvene plottet i rpdt i de to gverste plottene
er g»(x), uttrykk Blendingene pa venstre side bruker en linecer B-funksjon av orden
0, mens blendingene pa hgyre side bruker en trigonometrisk B-funksjon av orden 1.

Fra formelen er det klart at hastigheten ikke er konstant. Den er null ved start og slutt fordi
sin0 = 0 og cos 5 = 0. I figur [7.4] gverst til hgyre er prikkene i den grgnne kurven ikke
jevnt fordelt, tettheten er stgrst i begge ender. Dette bekreftes i plottet nederst i figur [7.4]
Der ser vi en (grgnn) funksjon som beskriver kurvens hastigheten over domenet [0, 1].

Eksempel pa blending av to funkjoner (figur(7.5):
I det neste eksemplet blender vi to funksjoner. Den fgrste funksjonen er

g1(x) =4x® —3x+1 (7.13)
som er plottet som en grgnn kurve i figur[7.5] Den andre funksjonen er
g2(x) =3x° =562 +3x+1, (7.14)

som vises som en rgd kurve i plott a) og b) i figur[7.5] I plott ¢) og d) er g» flyttet 1 oppover
(i y-retning), som endrer formelen til

go(x) =3x> —5x* +3x+2. (7.15)

I eksemplene brukes to forskjellige B-funksjoner, den 0.-ordens line@re B-funksjon og
den 1.-ordens trigonometriske B-funksjonen. Den line@re B-funksjon B(t) = ¢ gir

—g1(x)),
(x) — g1 (x)) +82(x) — g1 (%),
—g{(x)) +2(g5(x) — &} (x)).
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Figur 7.6: Plot av de 1.-deriverte; dvs. g\ (x)-solid gronn, g5(x)-solid rod og blendings-
kurvene f'(x)-stiplet grgnn, I (x)-stiplet rod , f'(x)-stiplet bld og W (x)-stiplet gul.

Bruke vi den trigonometriske B-funksjonen B(t) = sin’ 2 far vi

h(x) = gi(x)+sin® $x(g2(x) — g1(x))
= 2(g1+82+ (g1 — g2) cos mx),
W (x) = 5((g) +8b) + (8] — gh) cos mx— 7 (g1 — g2) sin 7x),
W'(x) = 3 (¢ +85)+ ((¢] — &5) — 7% (g1 — g2)) cos Tx — 27 (g} — g5) sin7x) .

Vi har né to blendingskurvene f(x) og h(x), og om vi bytter ut g»(x), (7.14), med g,
li far vi to nye blendingskurvene f(x), og h(x). Disse fire kurvene er alle plottet i
figur [7.5|med stipler. Legg merke til at kurven i plott ¢) kun interpolerer posisjonen til g;
i starten og g, pa slutten (orden 0). Kurvene i plott a) og d) interpolerer ogsa den fgrste
deriverte (orden 1), og kurven i plott b) interpolerer ogsa den andre deriverte (orden 2).

For a verifisere disse observasjonen er alle 1.- og 2.-deriverte regnet ut i tabellen nedenfor.
Selvsagt er alle deriverte for g, og g; like (translasjon endrer ikke deriverte). I tabellen
er den fgrste og andre deriverte 1 starten og slutten av g;, g2, og i starten og slutten av
blendingskurvene f, A, f og h regnet ut;

g1-grenn, gr-rgd | g1(0) =—3 | g5(1)=2| g/(0) =8 g(1)=8 orden
a) f(x)-grenn | f(0)=—=3 | f/(1)=2 f”(()) =20 f”(l) =2 !
b) h(x)red | K(0)=-3 | K(1)=2 | K"(0)=38 H'(1) =8

o J@bla | FO)=-2|F()=3|f0)=20 |f(1)=2 0
d) h(x)-gul | H(O0)=-3 | F(1)=2 | i"(0)=8+% | i"(1)=8— 1

Bokstavene og fargene i fgrste kolonne i tabellen refererer til bokstavene og fargene ifigur
og ogsa til fargen til de 1.-deriverte i figur De rgde tallene i tabellen indikerer
samsvar med g; ved x = 0 og samsvar med g, ved x = 1.

I figur[7.6)er de 1.-deriverte til g; og g» plottet sammen med 1.-deriverte til blendingskur-
vene. De illustrer godt effekten av hermiteordenen og de samsvarer med tabellen.

7.2.2 Eksempel, koble sammen to kurver ved a bruke en B-funksjon

Vi skal se pa et eksempel hvor to separate kurver kobles sammen til én glatt kurve ved
hjelp av en B-funksjon. Det finns mange artikler om bade dette og forrige emne, eksem-
pelvis [166], [122] og [86]. Vi skal i dette eksempelet bruke et splinekonsept og dermed
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e

Figur 7.7: Vi ser to kurver koblet sammen ved hjelp av en B-funksjon. Den grgnne kur-
ven c|(t) er koblet til den bla kurven c3(t) med den rgde kurven c,(t) som kobler de to
opprinnelige kurvene sammen pd en glatt mdte, dvs. med C'-kontinuitet.

en skjgtvektor. Vi tar utgangspunkt i to 3.-grads bézierkurver i R?,

cl(t)z(l—t)3< | >+3z(1—z)2( . )—|—3t2(1—t) ( o )+z3( > ) re[0,1),
:it)(ltf( 14.15 )+3t(1—t)2( ;L )+3t2(1—t) < i >+t3 ( g ), 1€[0,1].

Disse to kurvene er plottet i figur[7.7] ¢ (¢) i gront p venstre side, og c3(¢) i blétt til hgyre.

Vi bruker 40% av hver av de opprinnelige kurvene til a lage “sammenfgyningskurven".
t =[0,0.6) gir fgrste del, r = [0.6, 1) gir midterste del og med translering av domenet gir
t = [1,1.6] siste del. Vi fér da skjgtvektoren {#;}7_, = {0, 0.6, 1, 1.6}, og vi fér felgende
formel for midtdelen, sammenf@gyningskurven,

Cz(l) = Cl(t)+BOW1,1(l)(C3<t—t1) —Cl(l‘)), nH<t<n.

der B(t) er en B-funksjon, og wy ;(t) = ——, se (6.11). I dette eksemplet er B(t) =

liy1 =1’

3t? — 213, Dette nye kurvesegmentet c;(¢) er vist som en rgde kurven i figur

Formelen for den totale sammenkoblede kurven er
c1(1), for 1o <t <1,

f(r)y=<{ c(1), for 1 <t <ty, (7.16)
c3(t—n), for 1 <t<t.

Domenet til f(t), definert i (7.16)), er [to,#3]. Kurven er C'-glatt fordi vi har brukt en B-
funksjon av orden 1, jmf. teorem Den resulterende kurven kan sees i figur|/.7|som en
sammenhengende og glatt grgnn, rgd og bla kurve.
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7.3 Beta-funksjoner - polynomiske B-funksjoner

Euler-betafunksjonen, ogsa kalt Euler-integralet av den f@rste typen, er en spesialfunksjon

definert ved |

H(a,b) = /x“(l —x)bdx
0

for a,b > 0, se [1]]. Euler-betafunksjonen er symmetrisk, dvs. #(a,b) = #(b,a). Hvis a
og b er positive heltall, kan uttrykket forenkles til:

a! b!

HB(a,b) :m.

(7.17)
Euler-betafunksjonen ble fgrst studert av Euler og Legendre, men fikk visnok navnet sitt
av Jacques Binet.

Den ufullstendige betafunksjonen er en generalisering av Euler-betafunksjonen som er-
statter det bestemte integralet til Euler-betafunksjonen med et ubestemt integral, dvs.

B(t;a,b) = /x“(l —x)dx. (7.18)
0

Den regulariserte ufullstendige betafunksjonen er den ufullstendige betafunksjonen ska-
lert med den komplette betafunksjonen, dvs.

AB(t;a,b)

Iab) =z

t €10,1]. (7.19)

Hvis vi regner ut integralet for heltallsverdier av a og b, far vi (regnet ut i [131])

a+b+1 (Cl+b+1)'

I;(a,b) = Z

J(1 _ \atb+1—j
j=at1 ! (a+b+1—j)!t(1 ) : (7.20)

Lemma 7.1. Den regulariserte ufullstendige betafunksjonen I,(a,b) har fplgende egen-

skaper:

I  Nullvedt=0 Iy(a,b) =0,

I Envedt=1 Ii(a,b) =1,

III Hermiteorden jTjjlo(a,b) =0, j=12,..q, i.e. orden a ved start
5ij11 (a,b) =0, j=1,2,....b i.e. orden b i enden

IV Antisymmetrisk L(a,b)=1—-1_4(b,a), i.e. symmetrisk hvis a=b

V  monoton 4(a,b) >0, 0<t<1 og %I,(a,b) =0, r={0,1}

VI Rekursiv Li(a,b)=tL(a—1,b)+ (1 —1t) L(a,b—1).

ta(l_t)b+l ta+l(1_t)h

Ii(a,b) = Ii(a—1,b) =ty = (@, = 1)+ 551y
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Figur 7.8: Pd venstre side ser vi seks symmetriske Beta-funksjoner, sort: 0.-orden, rgd:
1.-orden, grgnn: 2.-orden, bla: 3.-orden, lilla: 4.-orden og stiplet gra: 20.-orden. Til hgyre
er de 1.-ordens deriverte av Beta-funksjonene (unntatt orden 20) i samme farge.

Beviset til lemma(7.| finner vi i vedlegg[C.3]

Teorem 7.3. Den regulariserte ufullstendige betafunksjonen er en B-funksjon nar verdi-
ene a,b er heltall. Vi kaller den Beta-funksjon (se [43]) og uttrykkes ved;

Bay(t) =1L(a,b), for t€]0,1],
og fora,b >0, a,beZ, og hvora=Syogb=S er (hermite)ordenen til Beta-funksjonen.
Hvis a = b bruker vi notasjonen Bg(t) = I;(S, S)

Bevis. Teoremet fglger av definisjon [7.1| og definition[7.2] og lemma O

Merk at Beta-funksjonen av lavest orden er line@r og gruppen konvergerer mot en trinn-
funksjon. Beta-funksjonen ble introdusert i 2006 av Dechevsky sammen med Gancheva
og Delistoyanova, se [[71] og [47]. Vi skal se pa den symmetriske serien av Beta-funksjoner.

Symmetriske Beta-funksjoner

En symmetrisk Beta-funksjon B,(¢) er symmetrisk pa grunn av egenskapen IV i lem-
ma Ordenen til Beta-funksjonen er S. De fgrste fem Beta-funksjonene av orden
0til 4 er:

Bo(t) =1 orden 0
Bi(t) = —23 + 312 orden 1
By(t) = 6t° — 15t* 4 10£3 orden 2
B3(t) = —20t7 4-70¢5 — 84+ 4 35t orden 3

By(t) = 70t° — 315¢3 4+ 540t — 420¢% 4+ 126> orden 4
Alle beregnet fra formel (7.20)

I figur er de fem fgrste symmetriske Beta-funksjonene plottet sammen med Beta-
funksjonen av orden 20. Merk at serien ser ut til & konvergere mot en trinnfunksjon ved
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Figur 7.9: Figuren viser fem deriverte til en 3.-ordens symmetrisk Beta-funksjon; 1I.-
deriverte i rgd, 2.-deriverte i bldtt, 3.-deriverte i gront, 4.-deriverte i stiplet svart og
S.-deriverte i stiplet oransje. Funksjonene er koblet til sin respektive akse pd venstre side
med sin farge. 4.- og 5.-deriverte er stiplet for d markere at de ikke er null vedt =0, 1.

t =0,5. De symmetriske Beta-funksjonene er for gvrig de samme funksjonen vi finner
som basisfunksjon for hermitekurver av grad 3,5, ..., se basisfunksjon 2 i (4.19) og (4.26).

7.3.1 Beta-funksjoner, differensiering

De driverte til en generell Beta-funksjon er ganske komplekse, spesielt hgyereordens-
deriverte. De tre fgrste deriverte for generelle Beta-funksjonen er:

b+1)!
Bl (1) = (atu;! La(1 -1,

a+b+1)! _ B
BG (1) b Dl (a(1 —1) —br) 1971 (1 — )b !

BY, (1) = 0 (a(a— 1)~ (a+b—1)(2a— (a-+b))r) 1472 (1 = 1) 2,

a'b!

For konkrete Beta-funksjoner er de deriverte mye enklere a finne. Det er egentig bare a
derivere polynomer.

Vi skal na lage en visuell illustrasjon pa ordenen til en Beta-funksjon. Som eksempel skal
vi bruke en 3.-ordens beta-funksjon. Formlene for de fgrste fem deriverte til en symmet-
risk 3.-ordens beta-funksjon er:
B3(t) = —20t7 +70¢° — 84> +35¢*,
Bi(t) = 14063(1—1)3,
BY(t) = 42062(1—21)(1—1)%,
BY'(t) = 840t(1—1)(52 -5t +1),
B (1) = 840(1 —21)(102 — 10¢ + 1),
(

(
BY) (1) = 10080(—512+5¢ — 1).
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I figur[7.9]viser disse forste fem deriverte til den symmetriske 3.-ordrens Beta-funksjonen.
For a kunne vise dem i samme figur har vi valgt & bruke en egen akse for hver av dem.
Fargen pa aksen er da den samme som fargen pa den respektive funksjonen. Den rgde
kurven er den 1.-deriverte, den bla er den 2.-deriverte, den grgnne er den 3.-deriverte.
Merk at verdiene til alle disse tre deriverte er null ved bade start, t = 0, og slutt, r = 1.
Dette er fordi ordenen til Beta-funksjonen er tre. Den 4.-deriverte er plottet i stiplet svart
og den 5.-deriverte er plottet i stiplet oransje, og ingen av disse to er null ved r = 0 og ved
t = 1. Vi ser ogsa at den 1.-deriverte er glatt av orden 2, den 2.-deriverte er glatt av orden
1 og at for den 2.-deriverte ser vi at funksjonen “stuper” ned mot t-aksen.

7.4 Gruppen av rasjonale B-funksjoner

12001 ble parametrisk G”—blendinﬂ diskutert av E. Hartmann i [86]]. Han introduserte en
rasjonal blendingsfunksjon, forkortet til RB-funksjon.

(1 _ ‘u)thrl
1 —u)tn+1 +“(1 _l)i’H-l ’

bn(t;u):( t€l0,1],0<u<1,n>0.

Hvis u = 0,5 er kurvene punktsymmetriske om punktet (0,5, 0,5). For andre u er kurve-
ne asymmetriske. Derfor kalte han p balansen til blendingsfunksjonen b, (; ut). Tallet n
bestemmer antallet pafglgende deriverte som er null ved start og slutt.

A bruke en balanseparameter u kan vare nyttig, og vi skal se n&ermere pa det senere. Men
hvis vi gnsker a begrense antall formparametere til kun ordens-parameter, kan vi endre
formelen litt for a fa en enklere B-funksjon.

Teorem 7.4. Den rasjonale funksjonen er en B-funksjon. Forenklet kaller vi den RB-
funksjon. Den generelle formelen er

ta+l

Bap(t) = AT (= for t€]0,1], (7.21)

oga,b>0,a,beZ, hvora=Syog b=S er hpyre og venstre sides (hermite)orden. Hvis
a = b sd er RB-funksjonen symmetrisk i henhold til D5 i definisjon

Beviset til teorem [7.4] finner vi i vedlegg|C.4]

Merk at RB-funksjonen av laveste orden er linear, dvs.

t
T (1—1)
og at gruppen ser ut til & konvergere mot en trinnfunksjon ved r = 0,5. Bortsett fra den
linezre funksjonen har de alle en slags S-form.

Bo(t) =1,

Vi skal na se pa rekken av symmetriske RB-funksjoner.

1G" betyr at n deriverte er geometrisk kontinuerlig, i motsetning til C" som betyr matematisk kontinu-
erlig, dvs. at lengden av deriverte-vektorer ogsa er kontinuerlig, ikke bare retningen.
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08 0 % 0.5 1
Figur 7.10: Til venstre ser vi seks symmetriske RB-funksjoner; sort: 0.-orden, rgd: 1I.-
orden, grgnn: 2.-orden, bla: 3.-orden, lilla: 4.-orden og stiplet gra: 20.-orden. Til hgyre
er den 1.-ordens deriverte for de fem forste RB-funksjonene plottet i tilsvarende farger.

Symmetriske RB-funksjoner

I teorem er det vist at en RB-funksjon By(¢) er symmetrisk, og at ordenen er S.
Den generelle formelen for symmetriske RB-funksjoner er:

ts+1

By(r) = T (1—p)stl

De fem fgrste symmetriske RB-funksjonene, av orden 0,1,2,3.4 er:
1
B() t) — m =1
12 2
24+(1-1)2 — 22-2t+1
t3 13
B+(1-1)3 T 2833124311

)
)
) t [
)

Ar(1—0% = 24 +6rr—dr+1
v r

P+(1-1)> 2054103 -10r2+5t—1

I figur(7.10|er de fem f@rste symmetriske RB-funksjonene plottet sammen med den sym-
metriske RB-funksjonen av orden 20. Her ser vi at serien ser ut til & konvergere mot en
trinnfunksjon ved t = % Sammenlignet med de symmetriske Beta-funksjonene fra figur
ser vi fra plottene av fgrstederiverte i figur at RB-funksjonene er brattere.
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Figur 7.11: I figuren viser tre deriverte av en 2.-ordens symmetriske RB-funksjoner;
1.-deriverte - heltrukken rgd, 2.-deriverte - heltrukken bla og 3.-deriverte- stiplet gront.
Hver vertikal akse er koblet til den derivertefunksjonen med samme farge.

7.4.1 RB-funksjoner, differensiering

De driverte til en generell RB-funksjon er ganske komplekse, spesielt hgyereordens-
deriverte. De to fgrste deriverte for generelle Beta-funksjonen er:

B, ,(1)

By, (1)

(a(l—1)+br+ 1) 201"

(ta+l+(1_t)b+l)27

[[ﬂ(a(aﬂ)—b(b+1))+a(a+1)(1—2t)] (ra+1+(1—r)b+1) -

2(a(l—1)+bt+1)1(1—1) <(a+1)t“—(b+1)(1 —t)b)} ((llt;ﬁ—l—tj;)s

For konkrete RB-funksjoner er de deriverte mye enklere. For eksempel, formlene for de
forste tre deriverte av en symmetrisk 2.-ordens RB-funksjon er:

3

BZ(I) = t3+(1—t)3’

20112
By(1) = 35
1

2t—1)t(1—
By(1) = —6{F 1"

20102
B = —61 0L

I figur er tre deriverte til en symmetriske 2.-ordens RB-funksjon plottet. For a kunne
vise dem i samme figur har vi brukt en egen akse for hver av dem. Fargen pa aksen er
den samme som fargen til den respektive derivertefunksjonen. Den heltrukken-rgde er
den 1.-deriverte, den heltrukken-bla er den 2.-deriverte og den stiplede grgnne er den 3.-
deriverte. Merk at verdien av den 1.-deriverte og 2.-deriverte er null ved start og slutt.
Det fglger at ordenen til denne RB-funksjonen er 2. Som vi kan se i figur er den
3.-deriverte ikke null ved start og slutt.
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0
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Figur 7.12: Eksempler pa Ru-funksjoner. Den bla kurven er den symmetriske B-
funksjonen B;(t;0,5) = By(t). De fire svarte stiplede kurvene er Ru-funksjoner hvor
uer0,6,0,7,0,8 0g 0,9. Den rgde kurven er en asymmetrisk RB-funksjon, By ;(t)

7.4.2 RB-funksjoner med en balanseparameter
Hvis vi inkluderer en balanseparameter til den rasjonale B-funksjonen far vi:
Korrolar 7.1. En Ru-funksjon er pa formen

(1—pyeet!
(1=t 4 p(1—)P+

Bup(t: 1) = fort €[0,1], (7.22)

og hvora,beN,a,b>00g0<u<l1, uek
Det fplger at en RU-funksjon er en B-funksjon pa grunn av teorem

Som for RB-functions, ordenen pa venstre side a = Sy, og ordenen pa hgyre side b = S.
Hvis a =b og i = 0.5 da er Ru-funksjonen symmetrisk i henhold til DS i definisjon

For a sammenligne Ru-funksjoner med RB-funksjoner skal vi fgrst se pa en 2.-ordens
symmetrisk RB-funksjon B, (7). Vi gjgr demme RB-funksjonen om til en Ru-funksjon
dera=b=2o0gpu=0.5,dvs. By>(¢;0.5). Sa endrer vi y og ser hva som skjer.

I figur er funksjonen, By »(#;0.5) = B,(t) plottet i blatt. Vi ser ogsé fire funksjoner
plottet i stiplet svart. Dette er By »(¢;0,6), B22(#;0,7), B22(2;0,8) og B2 2(#;0,9). Som vi
ser, skyves de mot hgyre i forhold til verdien av u. Husk at alle fem funksjonene er av
hermiteorden 2 pa begge sider, men bare den bla er symmetrisk.

For a se effekten av balanseparameteren p viser vi ogsa en asymmetrisk RB-funksjon

By (t) = ﬁ plottet i rgdt i figur [7.12| Balanseparameteren u pavirker ikke bratt-
heten til funksjonen, mens hermiteordenen pavirker brattheten. I avsnitt skal vi se

nermere pa det vi kaller “balansesymmetri" av B-funksjoner.
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Figur 7.13: Et plott av Fabius-funksjonen (r¢d) og dens 1.-deriverte (blad), 2.-deriverte
(gronn) og 3.-deriverte (brun). De vertikale aksene til venstre har samme farger som
plottene de er koblet til.

7.5 Fabius-funksjonen, den komplette B-funksjonen

H. Olofsen introduserte Fabius-funksjonen som B-funksjon i [127]. Fabius-funksjonen,
introdusert av Jaap Fabius [62]], er en uendeligdifferensierbar, men ingensteds analytisk
funksjon som er selv-differensial. Fabius-funksjonen tilfredsstiller differensialligningen:

F(x) =2F(2x), x€R+ (somer [0,+o)). (7.23)

Det folger at §(x+2") = —F(x) for 0 < x < 2" der n er et positivt heltall. Sekvensen
av intervall der funksjonen er positiv eller negativ, fglger samme mgnster som Thue-
Morse-sekvensen [3]]. Figur [7.13] viser Fabius-funksjonen og dens 1.-, 2.- og 3.-deriverte
pd 0 <t < 1. Vi ser at de deriverte er smalere og skalerte (pluss eller minus) kopier av

selve funksjonen. Skaleringen av de deriverte gjenspeiles ved at max |§\/) (x)| = 2Liil,
dvs. 2,8,64,1024,.. ., pa grunn av (7.23)), og som vi kan observeres i figur
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Hvis vi begrenser domenet til [0, 1], ser vi at Fabius-funksjonen tilfredsstiller startbetin-
gelsen §(0) = 0, symmetribetingelsen §(x) +§(1 —x) = 1, dvs. den er punktsymmetrisk
om (%,1). Det fglger at §(x) er monotont gkende, med §(3) = 5 og (1) = 1. Et uttrykk
for Fabius-funksjonen for x € [0, 1], er

( 2x
/S(s)ds, for x € [0,3],
=4, (7.24)
/ S(s)ds+2x—1, for xe (%,1}.
\ 2x—1

Fabius-funksjonen oppfyller helt klart alle kravene for & vere en symmetrisk B-funksjon,
Alle de 5 punktene fra definition|/.1|er oppfylt. Det er imidlertid en ekstra egenskap som
gjgr Fabius-funksjonen spesiell. Fordi alle deriverte er en halv ganger smalere og skalerte
versjoner av selv (skalert med 2" langs x-aksen) som fglger av (7.23)) og (7.24) og som vi
ogsa ser i figur[7.13er alle deriverte null ved t =0 ogt = 1 . Det f¢lger at hermiteordenen
er oo, og det fgrer til fglgende definisjon:

Den komplette B-funksjonen

Definisjon 7.3. En komplett B-funksjon er en funksjon som oppfyller kravene i Defi-
nisjon og hvor alle deriverte vedt =0 og t = 1 er null. Dermed er ordenen til en
komplett B-funksjon oo.

e En komplett B-funksjon er ikke analytisk ved t = 0 og r = 1. Det folger at
Taylor-ekspansjonen ikke fungerer i disse to punktene.

e Fabius-funksjonen er en komplett B-funksjon, men er i tillegg til a vere en
komplett B-funksjon ikke-analytisk overalt.

I tillegg til & vere ikke-analytisk overalt er det enda et praktisk problem med a bruke
Fabius-funksjonen som B-funksjon, vi kan ikke beregne verdien direkte hvor som helst.
Det er kun mulig & beregne med dyadiske rasjonale tall pa formen 75, der n er et positivt
heltall 1,2,3,... og m er et positivt oddetall 1,3,...,2" — 1, som vist av Jan K. Haugland i
2016 1 [88]]. Beregninger av for n opptil 5 gir oss fglgende tall,

}_ {_ g3 215 287

1288728872887 288

3;{ } { 143 46657 305857 777743 1295857 1767743 2026943 2073457
167 16’ ) 16 20736007 2073600 20736007 2073600 > 2073600 2073600 * 2073600 2073600

S‘i
oo|—
O\;Iw |
“ oo
ool

3 { 1 3 } { 25219 334781 1396781 3470381 6555581 10393219
32 32’ 132 33177600’ 33177600 33177600 33177600 33177600 33177600 33177600’

14515219 18662381 22784381 26622019 29707219 31780819 32842819 33152381 33177581

33177600 33177600 33177600 33177600 33177600 33177600 33177600 33177600 33177600

For a beregne Fabius-funksjonen generelt kan man bruke interpolasjon mellom disse dy-
adiske rasjonelle tallene eller/og bruke polynomiske approksimasjoner av Fabius-funk-
sjonen, se vedlegg [A]og/eller [127].
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7.6 Gruppen av trigonometriske B-funksjoner

TB-funksjon er forkortelse for trigonometriske B-funksjoner. I 2019 introduserte Hans
Olofsen blendingsfunksjoner basert pa trigonometriske og polynomiske approksimasjo-
ner av Fabius-funksjonen [127]. Han viste oss hvordan vi kan konstruere trigonometriske
B-funksjoner av stigende orden ved a approksimere Fabius-funksjonen. En sum av vek-
tede cosinus kan approksimere Fabius—funksjonen pa domenet [0,2], se [42] eq.(30)].
Dermed far vi

M
Fy(t) = %— Z cmeos(mmt), t€[0,1]. (7.25)
m=1

For & kunne utvikle trigonometriske B-funksjoner som er punktsymmetriske, ma vi fglge
disse tre punktene;

e Hvis m er oddetall, er cos(mmt) punktsymmetrisk om punktet (%, %) Hvis m er

partall, er cos(mmt) symmetrisk om den vertikale aksen x = % Derfor, for a sikre
punktsymmetri, ma m kun vere oddetall dvs. {1,3,5,...}, og felgelig ma M ogsa
vaere oddetall.

e Forésikreat F(0)=0o0g F(1)=1ma Ycy =5 form=1,3,...,M.

e Ordenen til B-funksjonen er koble; til at alle 1.-, 2.-,..., M.-deriverte er null ved
t =0,1 . Dette er oppfylt hvis Y m/c,, =0 form=1,3,...Mog j=2,4,....M — 1.

Vi skal se pa et par eksempler pa hvordan man bygger opp symmetriske B-funksjoner. I
1} for a finne ¢,, narm = 1,3 og ¢,,, nar m = 1, 3,5 lager vi en A% X MT“ matrise og
beregne deretter c,, for M = 3 og sa for M = 5 pa fglgende mate,

B 11 ci)_ (3 a\_ ( ©
s (ee)(8)-(6) = ()-(g)

11 1 ¢l ! c1 5

M=5 = | 12 32 52 al=[0] = |a]|= _zzg_s6

14 3% 5% cs 0 cs =

Resultatet er trigonometriske B-funksjoner av oddetall, Vi far orden 1 med koordinatene

c| = % orden 3 med koordinatene ¢; = % 0og c3 = —%, og orden 5 med koordinatene
=I5 = _25 -3
€1 = 128> €3 = ~ 12356 08 €5 = 756-

For a fa trigonometriske B-funksjoner av partallssorden, ma vi bruke B-funksjoner av
oddetallsorden M = 1,3,5,... som den fgrste deriverte. Dette kan gjgres fordi cosmmt er
symmetrisk om den vertikale aksen x =1 form = 1,3,5,.... Det fglger at de deriverte ved
t =2 ogsa er null for M etterfglgende deriverte. Dermed er det mulig a fa en B-funksjon
av orden m+ 1, By, (¢) fra en B-funksjon av orden m, dvs. B, (¢t) narm = 1,3,5,... .

Metoden er a bruke den antiderivert til B,,,(¢), m = 1,3, ... skalert med 2, fordi angir
at maksimumsverdien til den fgrste deriverte av Fabius-funksjonen er 2, og vi bruker den
pa domenet [0,2] fordi parameteren er skalert med 2 i (7.23). Resultatet er By(t), n =
2,4, ... pa domenet [0, 1].
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Figur 7.14: Til venstre er Fabius-funksjonen plottet i stiplet grgnt, samt fem trigonomet-
riske B-funksjoner, orden 1 i bldtt, 2 i rodt, 3 i svart, 4 i oransje og 5 i gult. Pa hgyre side
er plottene til de 1.-deriverte i samme farge som deres respektive funksjoner.

0.5

Vi skal se pa et eksempel; vi starter med B (t) = % — %cos mt. Vi erstatter deretter t med

2t, og vi multipliserer funksjonen med 2. Resultatet er
BS(t) = 1 —cos2mt.

Vi bruker deretter den antideriverte (integral), og far,

1
By(t)=1t— EsinZﬂ:t, t€10,1].

I figur pa venstre side er det plott av 5 trigonometriske B-funksjoner (av orden
1,2,3,4,5) sammen med Fabius-funksjonen. Til hgyre er deres 1.-deriverte plottet.

Symmetric TB-functions

En serie symmetriske TB-funksjoner som er oppnadd ved a approksimere Fabius-
funksjonen. Formlene for de fgrste fem symmetriske TB-funksjonene er:

B(t) = %— %cos it orden 1
By(t) = t— 5-sin2mt orden 2
B3(1) = % — 1% (9cosmt —cos3mt) orden 3 (7.26)
By(t) = t— 53— (27sin27t — sin67t) orden 4
Bs(t) = % — %6 (150cos wt —25cos3nt +3cos5nt) orden 5

Merk at B (¢) er den samme funksjonen som er plottetib) i ﬁgur og brukt 1 sirkelspli-
nes (seksjon[5.§), dvs.

1
sin > = E—Ecosm.
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Figur 7.15: Pd venstre side ser vi plottene av fire deriverte av Bu(t), B)(t)-rod, Bjj(t)-
gronn, BY'(t)- bla og BE:U (t)-oransje. Til hgyre er plottene av fem deriverte av Bs(t),
BS(t)-rod, BY(t)-grenn, BY (t)-bld, Bg4) (t)-oransje og Bgs) (t)-brun.

Derivasjon av de trigonometriske B-funksjonene i (7.26)) er en enkel og lite resurskrevende
operasjon & utfgre bade pé en CPU og pd en GPU. Til venstre i figur[7.13er de fire fgrste
etterfglgende deriverte av B4(t) plottet, og til hgyre er de fem fgrste deriverte, dvs. fra 1
til 5 av Bs(¢) plottet. I begge settene i figur har hver derivertefunksjon en gitt farge.
De forskjellige vertikale aksen til venstre er da koblet til de respektive deriverte som har
den samme fargen som de vertikale aksene.

Plottet i figur [7.15] bekrefter helt klart at hermiteordenen til de to funksjonene er fire og
fem fordi alle deriverte i plottene er null ved r = 0 og for # = 1. En annen observasjon
er at B4(t) er funksjonen som ser ut til & veere den beste approksimasjonen av Fabius-
funksjonen, noe vi ser fra en kombinasjon av figurene [7.13] [7.14] og [7.15] Vi ser ogsé at
den maksimale absoluttverdien av deriverte for B4(t) gker bare litt mer enn tilsvarende for
Fabius-funksjonen nar ordenen pa de deriverte gker. For Bs(¢) gkte absoluttverdien mye
mer.

Ett apent spgrsmal reist av Olofsen; er Fabius-funksjonen den komplette B-funksjonen
hvor den maksimale absoluttverdien av de deriverte gker minst nar ordenen til de deriverte
gker? Det vil si, er

max |§Y) ()| < max |B£.j)(t)|7 0<t<1,

nar j — oo, og for alle komplette B-funksjoner B.(t) ?
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Figur 7.16: Plott av eksponentene til de ekspo-rasjonale funksjonene, stiplet rodt,
(7-28) brunt og bldtt, og (7.30) prikket gront.

7.7 Gruppen av ekspo-rasjonale B-funksjoner

Egenskapene til eksponentialfunksjonen er nyttige nar du skal bygge en B-funksjon. Den
er alltid positiv og den er sin egen deriverte, og den gar alltid raskere mot 4o enn enhver
potens av x nar x — +oo, dermed overstyrer den ogsa enhver rasjonal polynomfunksjon nar
den gar mot nul]ﬂ Legger vi til en rasjonal eksponent eller, en hierarkisk modell sammen
med en rasjonal eksponent, kan vi fa flere forskjellige ekspo-Rasjonale B-funksjoner. Av
spesiell interesse er de ekspo-rasjonale funksjonene og deres 1.-deriverte nedenfor,

o(t)=e (55%))27 9'(t) = ﬁm (7.27)
y(o) = e Vi) = sz(‘l—’_t;zel'f wio). (1.28)
o) =e!, (1) = 30(0), (729)
o) =g =e L =~ (}z + ﬁ) o). (130

En eksponentialfunksjon avbilder normalt R til R+. Funksjonene i (7.27)), (7.28)) og (7.30)
begrenser imidlertid domenene til segmentet (0, 1). I ﬁgur er de rasjonale eksponen-
tene fra de nevnte tre funksjonene plottet. Den stiplede rgde kurven er eksponenten 1
(7.27), som tilordner (0, 1) til R-, den er symmetrisk om aksen ¢ = % Resultatet er at ¢ (7)
blir en hatt-funksjon med maksverdi 1, og at eksponenten nar t = 0, 1 er —oo, som jo
ikke er € R men er i det utvidede reelle tallsystemet. Fglgelig er ¢ () ikke analytisk ved
t =0, 1. Det samme gjelder for y(r) (7.28). I figur er det brune og det bla plottet
den gvre og den totale eksponenten til y(¢). Den bla kommer fra —eo og den brune gér
til —oo 0g begge er negative over alt. Fglgelig er ogsa y(¢) ikke analytisk ved r = 0, 1.
Det stiplede grgnne kurven er eksponenten til ¢(r) som avbilder (0, 1) til R, og er
punktsymmetrisk rundt ((0,5),0). Fglgelig er heller ikke ¢(z) analytisk ved 7 =0, 1.

2lim,_s e X"e ™ = 0 for hver n og ¥ = 1, e+t = %, ¢* = eéa og R+ er [0,4+o0), R-er (—e,0].
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12004 ble ekspo-rasjonale B-splines presentert pa konferansen for Mathematical metoder
for kurver og flater av Dechevsky, Laksa og Bang, og senere publisert i [105]],[44],[45]
og [102]]. Det blei opprinnelig brukte en ekspo-rasjonal funksjon med flere iboende pa-
rametere, men standardfunksjon som blei brukt var @(¢) fra . Denne funksjonen
er relatert til den gaussiske klokkefunksjonen og den kumulative fordelingsfunksjonen,
se [[74]. I 2015 ble ekspo-rasjonale B-splines satt inn i rammen av B-funksjoner [[104].
Uttrykket for det vi kan kalle type 1 ERB-funksjon, er:

t

By(t) =S / 0(s)ds, 1€]0,1], (7.31)
0
hvor den ekspo-rasjonale funksjonen ¢ (z) er gitt i (7.27)) og skaleringen er

| -1
S= /(p(t)dt ~ 1.6571376797382103. (7.32)
0

Fordi det ikke finnes noen analytisk Igsning pa integralet i (7.31), er dette en beregnings-
krevende formel. Men i 2007 ble en approksimativ beregningsalgoritme med toleranser
bedre enn 3,4¢ — 13 (L0, 1] og dobbel presisjon) publisert, hvor antall multiplikasjoner
er 6 for funksjonsverdien, 4 for 1.-deriverte og 5 for 2.-deriverte. Metoden og algoritmen
er beskrevet i vedlegg[A.4] og mer detaljert i [102].

12004 publiserte Ying og Zorin et arbeid som handlet om a lage “fullstendig" glatte flater
[168]]. Artikkelen var basert pa Grimm og Hughes arbeid fra 1995 [82]], og Navau og
Garcia fra 2000 [126] om samme emne. Navau og Garcia brukte en basisfunksjon (B-
funksjon) som ikke var punktsymmetrisk i henhold til Definisjon [7.I] Denne funksjonen
var (7.28)). Ying og Zorin laget en symmetrisk B-funksjon ved & kombinere denne ikke-
symmetriske funksjonen med den rasjonale konstruksjonen til Hartmann gitt i [7.21] dvs.

v(t)
v(t)+y(l—1)

B,(t) = (7.33)
Det finnes imidlertid en standard mate a lage en symmetrisk B-funksjon fra en ikke-
symmetrisk B-funksjon. Det er a summere funksjonen med sin antisymmetriske tvilling
og dele resultatet pa to. Hermiteordenen til den resulterende B-funksjonen vil vere lik den

laveste ordenen av den orginale ikke-symmetriske B-funksjonen. Hvis vi bruker denne
metoden pa ((7.30), far vi fglgende symmetriske ERB-funksjon,

By(t)=5(1—w(l—1)+y(t)). (7.34)

| =

I 2013 introduserte Zanaty og Dechevsky en logistisk ERB-funksjon [46], som tok ut-
gangspunkt i enten funksjonen 6(¢), (7.29) eller ¢(z), (7.30). Fglgende brgker gir LERB-

funksjonen,

(=) 1
B = g0 —n+e0) e <1 (7.35)
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Figur 7.17: Til venstre i figuren ser vi fire ekspo-rasjonale B-funksjoner, By(t) i svart

, By(t) i blart ), Bx(t) i gront og den logistiske ERB-funksjonen B.(t) i

rodt (7.35). Pa hgyre side er det et plott av de 1.-deriverte til disse fire ERB-funksjonene
i samme farge som deres respektive funksjoner pa hgyre side.

som faktisk er en standard logistisk funksjon med en sammentrekning av domenet fra
R til det apne intervallet (0,1). Nar vi fglger de definerte ERB-funksjonene far vi de

1.-deriverte av By(t) (7.31), By() (7.33)), Bx(t) (7.34) og B.(t) (7.35):

V(OB 1) +v/(1-1B,0)
v rya-n

B =5 (W(-0+v @), B0)=—¢0B0) (7.37)

Til venstre i figur er det et plott av de fire funksjonene By (¢) i svart, By() i blatt,
By (t) i grgnt og B,(t) i rgdt sammen med deres 1.-deriverte pa hgyre side.

By(t) =S ¢(t), Bi(1) =

Ekspo-rasjonale B-funksjoner

Definisjon 7.4. En ekspo-rasjonal B-funksjon (ERB-funksjon) er:

en B-funksjon i henhold til definisjon[7.1]

det er en komplett B-funksjon i henhold til definisjon|[7.3](orden o),

er ikke analytisk vedt =0 o0gt =1,

og er konstruert ved hjelp av eksponentialfunksjoner med rasjonal eksponent.

Teorem 7.5. By(t) definert i (7.31), B,(t) definert i (7.33), Bi(t) definert i (7.34)
og B.(t) definert i (m) er alle symmetriske ekspo-rasjonale B-funksjoner (ERB-

funksjoner).
Det betyr at de er komplette B-funksjoner, med orden o, og de er ikke analytiske ved
t=0o0gt=1.

Beviset til teorem [7.5|finner vi i vedlegg|C.5]

I figur er deriverte av de fire ERB-funksjonene plottet. @verst til venstre ser vi de fire
forste deriverte av B,(1), (7.31), pa gvre hgyre side har vi de fire fgrste deriverte av B, (),
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Figur 7.18: 1 figuren er fire deriverte av fire ERB-funksjoner plottet. Qverst pa venstre
side ser vi de fire fgrste deriverte av By(t), , pa gvre hgyre side ser vi de fire fgrste
derivert av B,(t), , pa nedre venstre side ser vi de fire forste deriverte av By(t),
0g pd nedre hgyre side ser vi de fire forste deriverte av By(t), . 1.-deriverte er
plottet i rgdt, 2.-deriverte er plottet i blatt, 3.-deriviverte er plottet i grgnt og 4.-deriverte
er plottet i oransje. Aksene pa venstre side av hvert plott har samme farge som deres
respektive funksjoner.
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Figur 7.19: Til venstre ser vi et plott av B,(t;7y) for y = {0.8,1,1.2,1.4,1.6,1.8,2}.
B (t;7y=1) = B,(t) er plottet i rodt og B,(t;2) er plottet i blatt og alle de andre i svart.
Pa hgyre side er de respektive 1.-deriverte plottet i samme farger.

(7.33). pa nedre venstre side ser vi de fire fgrste deriverte av B, (1), og pa nedre
hgyre side ser vi de fire fgrste deriverte av By(r), (7.34). 1.- deriverte er plottet i rgdt, 2.-
deriverte i blatt, 3.- deriverte i grgnt og 4.- deriverte er plottet i oransje. Generelt harde
de deriverte samme oppférsel for alle de fire ERB-funksjonene. Men det er noen sma
forskjeller. For B;(t) skjer endringene av de deriverte nermere = 0 og t = 1 enn for de
andre, og ogsa den maksimale verdien av de deriverte vokser raskere med gkende orden
pa de deriverte. Pa motsatt side er B;(¢) som ser ut til a ligge neermest Fabius-funksjonen.

I de fglgende seksjoner skal vi introdusere fire iboende parameter til ERB-funksjonene.

7.7.1 Stigningsparameteren Y

Den farste iboende parameteren vi skal se pa er stigningsparameteren 7. Vi kan legge til
en stigningsparameteren til (7.27), (7.28) og (7.30) og far da,
2
) 72}/61;_7;

_U=3)
o(y)=e "I, ylny)=et

D=
~|—=

, oy =), yeR, y>0. (738)

Effekten er at vi kan justere stigningen pa ERB-funksjonene. Merk at ERB-funksjonene
fortsatt er (punkt)symmetriske. Figur illustrerer effekten av stigningsparameteren.
Funksjon B;(t;y) er brukt som eksempel. Funksjonen og dens 1.-deriverte er plottet for
et sett med stigningsparametere. Funksjonene vises til venstre i figuren og de 1.-deriverte
vises pa hgyre side. Den slakkeste ERB-funksjonen har stigningsparameter y = 0,8 er
plottet i svart. Plottet i rgdt er standardfunksjonen med y = 1. Sa fglger funksjoner med
Yy=12,y=1,4,y=1,60g vy=1,8, alle plottet i svart. Til slutt ser vi en funksjon med
Y = 2 plottet i blatt. Nar vi ser pa 1.-deriverte ser vi tydelig at stigningen blir brattere
ettersom Y vokser. For Y = 1 er maksimumsverdien 2, mens for ¥ = 2 er maksimumsver-
dien 4. For alle fire ERB-funksjonene er oppfgrselen ganske lik. Merk at for B,(z,7) vil

1 ~1
konstanten S ogsa bli pdvirket av y,dvs. Sy = [ Jol(t; 'y)dt] :
0
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For y/(z;7) (7.38), er det mulig & bruke to stigningsparametere, dvs.

N1
vtn,p)=e
Standardsammenhengen mellom dem er da y; = 27». Det er ogsa mulig a koble dem, dvs.
n=1+y og p=1-r.
Stigningsparameteren har samme effekt pa formen til B-funksjonen som ordenen til de
symmetriske Beta-funksjonene og de symmetriske RB-funksjonene.

7.7.2 Balanseparameteren [

Den neste iboende parameteren er balanseparameteren i. Denne er analog med balanse-
parameteren i Ry-funksjonen, se Corollary[7.1]i seksjon Vi legger sa til en balanse-
parameter til (7.27)), (7.28) og (7.30) og far,

)2

(t—p

Oy, ) =e V00 v,ueR, >0 og O<u<l, (7.39)

vty ) =(1-pu e%yf‘;‘y’, YLER, >0 og O<u<l1,  (7.40)

o7, 1) = e27<1%7%>, vHER, ¥y>0 og O<pu<l. (7.41)
Merk at balanseparameteren gir fglgende formler for og

B = (0 ) 74

Be(t;) = (1 —y(1—1))+ (1 - )y (), (7.43)

For B, (t; i) er formelen rett frem, bortsett fra at vi ma beregne Sy,. For B, (#; 1) er forme-
len ogsa rett frem.

Effekten forventes 4 vere lik effekten av Ru-funksjonen. ERB-funksjonene (7.39)), (7.40)
og med en balanseparameter 1 = 0.5 er punktsymmetriske som standarddefinisjon
i (7.27),(7.28) og (7.30)), mens alle andre verdier av u gir asymmetriske funksjoner.

I figur er By(t; i) brukt som eksempel. Dette fordi resultatet for By(t; i) er ganske
likt B, (t; 1) og By (t; u). For B4(t; 1) er oppfgrselen mer lik RB-funksjonen med balanse-
parameter ([/.22)), mer som en slags parallellforskyvning som vi kan observere i figur

I seksjon [7.8]skal vi forgvrig undersgke balansesymmetri for B-funksjoner.

7.7.3 De asymmetriske stramningsparameterne o og 3

De neste iboende parameterne er sannsynligvis mest av teoretisk interesse. Vi kaller dem
de asymmetriske stramningsparameterne & og 3. De er formmessig analoge med her-
miteordenen a og b 1 Beta- og RB-funksjonen, se avsnitt teorem og seksjon [7.3
refsek-RB-funksjon, teorem[7.4] Husk at, i motsetning til Beta- og RB-funksjoner, pavir-
ker ikke disse parameterne ordenen til ERB-funksjonen, fordi ordenen er . Formen pa
funksjonen er imidlertid selvsagt pavirket.
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O- f f f f f f f f f f f f f f f f

0 I 0 1
Figur 7.20: Til venstre ser vi By(t;u) for u = {0,0.2,0.4,0.6,0.8,1}. B,(t;u = 0) er
plottet i rodt og By(t; L = 1) er plottet i blatt. De fire andre er plottet i farger som gradvis
gar fra redt til blatt. Pa hgyre side er de respektive 1.-deriverte plottet i samme farge som
deres respektive funksjoner.

Vi legger sa disse asymmetriske stramningsparameterne til (7.39), (7.40) og (7.41). Inklu-
dert alle iboende parametere far vi na fglgende definisjon,

o lep B

o7, 0, f) = P o BER, yva,f>0 og 0<pu<l,
(7.44)

_2 73/[3
vy o B)=pe @™ ypuaBER, 1,0,8>0 og 0<p<l,
(7.45)

(it
oty u,a,B)=e =0 vua,BeR, yo,p>0 og O<u<l.
(7.46)

I [102] Setning 2.1, side 18-24] er det gitt et fullstendig bevis pa at B;(¢;y, 1, a, ) er en
B-funksjon . Det samme beviset vil ogsa vare gyldig for de andre ERB-funksjonene.

De forskjellige ERB-funksjonene vil oppfere seg forskjellig med disse iboende parame-
terne. For B,(t,7, 1, &, B) med gkende a og B, tenderer plottene mot en lineer funksjon
pa en del av domenet, se figur - d). Dette bekreftes av figur - a), der vi ser at
den 1.-deriverte gar mot noe som ligner pa en dgrapning. Imidlertid er ERB-funksjonen
fortsatt C*-glatt, som kan sees i figur[7.21]-b).

Hvis o og B er forskjellige, vil kurven forskyves parallelt mot siden med lavest tall og
samtidig bli litt mindre bratt. Dette kan observeres i figur|7.21|- ¢). Husk at integralet til
B& (¢) alltid er 1, sa i figuren, hvis “boksen" blir lavere, blir den ogsa bredere.

I figur - a) er B,(t; a, B) plottet for (o« +f = 8) hvor o og B er positive heltall.
Funksjonsplottene er “ nesten vertikale" og i henhold til forskjellen mellom o og 3 er de
forskjgvet horisontalt i forhold til hverandre.

IB,(t;0,B) og B;(t;a,B) er o og B antisymmetriske, der a er assosiert med r = 0 og
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15iBita=p). | 5.Bi(t;1000,1000) L 5Bi(t;0up) 81:10.10)
LSSTIIIIRIIIIIIN i T
Y oa) b) i C) d)
'; : 0.5¢
0.5t i s 0.5 0.51
NP Nt AN f I N L
0.5 1701463 01466 01469 0.5 10 0.5 1

Figur 7.21:1plottet a) er B, (t; o0 = B = 1) i striplet rodt, B, (t; 0 = B = 3) i striplet gront
og B,(t;a = B = 1000) i striplet blatt. I plott b) er t-aksen til plott a) skalert kraftig og
vi kan se en del av B,(t;o0 = B = 1000). I plott ¢) er B, (t; 0t = B = 20) i striplet rodt,
Bl\(t;00 =15, B = 25) i striplet gront og B),(t; 00 = 10, B = 30) i striplet blatt. I plott d) er
By(t;00 = B = 10) plottet i rgdt.

er knyttet til # = 1. Dette i motsetning til B,(¢; ¢, ) og By(t; &, B) hvor « og B virker pa
to nivéer. I figur[7.22]- b) er et plott av By(t; ¢, ) der oo = 1 og B = {1,2,3,4,5,1000}.
Det ser ut som at limg_,, Bx(t,1,8) = 5. Etplott av By(t; o, 8) med samme verdier for &
og BB gir et lignende resultat.

I figur [7.22] - ¢) er det et plott av By(r;a, ) der B =1 og & = {1,2,3,4,5,1000}. Fra
B = 1 og oppover begynner funksjonen a bli brattere, men fra 3 = 2 snur den og ser ut til
a konvergere mot %, somib) hvor 8 var varierer. I ﬁgur -d)eretplott av By(t; &, B)
der B =10ga=1{1,2,3,4,5,10}. Den oppforer seg annerledes og ser ut til 4 konvergere
mot en trinnfunksjon ved t = %

7.7.4 ERB-funksjoner, derivasjon

Som et eksempel, la oss se pa deriverte for B;(t). For de andre ERB-funksjonene vil det
vere tilsvarende prosedyrer.

La oss kalle fgrste faktoren i (7.27) for g(¢), som betyr at ¢'(r) = (1), I (7.36) er
1.-deriverte gitt, B/t =S ¢(¢). Hgyere ordens deriverte kan da formuleres som,

B (1) = £;(0) By (), (7.47)
hvor fi(t) = 1. f;(¢) kan uttrykkes med g(¢). For standardversjonen av B,(t) er
_ h(r) _ _ 2
g(t) = S0 hvor h(t)=1-2t og s(t)=(2t(1—1))~". (7.48)
s
Generelt ved derivering av et produkt med g og ¢, far vi fglgende uttrykk for f;(z),
fa(t) = 8(),
f1) =g (1) +5(1)? (7.49)

fat) = g" (1) +3g(t) g'(t) + g(t)*.
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B(i:d.f B(r:1.p) B(t:a.1) B/(t;a,1) T

a) b) c) d)
1] 1 1] 1]
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Figur 7.22: | plottet a) ser vi fra venstre B,(t;o = 1,8 = 7) i oransje, B;(t;2,6) i
gront, B;(t;3,5) i blatt, B,(t;4,4) i rgdt, B,(t;5,3) i blatt, B,(t;,6,2) i grent og B;(t;7,1)
i oransje. I plottet b) ser vi By(t;o0 = B = 1) i rgdt, By(t;1,2) i oransje, By(t;1,3) i
brun, By(t;1,4) i blatt, B.(t;1,5) i grgnt og By(t;1,1000) i svart. I plottet ¢) ser vi
By(t;o0 =B = 1) i rpdt, B(1;2,1) i oransje, Bx(t;3,1) i brun, By(t;4,1) i blatt, B(;5,1)
i gront og By(t;1000,1) i svart. I plott d) ser vi By(t;1,1) i rgdt, By(t;2,1) i oransje,
By(t;3,1) i brunt, By(t;4,1) i blatt, By(t;5,1) i grent og By(t;10,1) i svart.

For standardversjonen av B, (¢) far vi fglgende uttrykk for f;(z) for j opptil 4,

folt) =4,

3nnd_1
filr) = 202, (7.50)
falt) = (3h(1)5+3h(t)*—5h(1)2+3 )h(r)

s(t)3

der h(r) og s(t) er gitt i En mye dypere analyse av de deriverte finnes pa side 14-16
og 30-34 1 [102], http://urn.nb.no/URN:NBN:no-15022.

7.8 Punkt-, orden- og balansesymmetri av B-funksjoner
Symmetriegenskapene er viktige for B-funksjonene. Den forteller oss hvordan de kan

brukes, spesielt i en sekvens av pafglgende blendinger. i avsnitt[7.1]ble punktsymmetrien
til en B-funksjon introdusert. Det er at B-funksjonen er symmetrisk om punktet (0.5, 0.5).

Punktsymmetrien til en B-funksjon

En B-funksjon er symmetrisk, dvs. punktsymmetrisk, hvis
B(t)+B(l—f)=1, te][0,1]CR.

Dette er den viktigste typen symmetri og forteller oss at pavirkningen pa resultatet
til begge funksjoner i blendingen er lik. Vi har sett at for alle grupper og serier av
B-funksjoner finnes det punktsymmetriske funksjoner.

Den neste typen symmetri er ordenssymmetri. Denne typen symmetri apner for forskjellig
orden, koblet til skjgter i en spline-funksjon basert pa blending.


http://urn.nb.no/URN:NBN:no-15022
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Ordenssymmetri til en B-funksjon.

En B-funksjon kalles ordenssymmetrisk hvis (for a,b > 0, a,b € Z)
Bap(t)+Bpa(1—1)=1, t€]0,1] CR, (7.51)
hvor a og b er (hermite)ordenene som skifter side i de to funksjonene.

Teorem 7.6. Fplgende B-funksjoner er ordenssymmetriske:
e Beta-funksjoner er ordenssymmetriske
o RB-funksjoner er ordenssymmetriske
e ERB-funksjonene By(t;a,B) og B;(t;0,B) er “ordens"symmetrisk i den for-
stand at de er symmetrisk iht o og B.

Beviset til teorem [7.6]finner vi i vedlegg|C.6]

Den siste typen symmetri er balansesymmetri. Denne typen symmetri apner for forskjellig
balanse og dermed vekt, koblet til skjgter i en spline-funksjon basert pa blending.

Balansesymmetri til en B-funksjon

En B-funksjon kalles balansesymmetrisk hvis
B(t;u)+B(l1—t;1—u)=1. (7.52)

Teorem 7.7. Fplgende B-funksjoner er balansesymmetriske:
o RLU-funksjoner er balansesymmetriske.
o ERB-funksjoner er balansesymmetriske.

Beviset til teorem [7.7] finner vi i vedlegg

Som en slags konklusjon til seksjonen vil vi tilslutt vise at noen B-funksjoner kan vare
ordenssymmetriske og balansesymmetriske samtidig.

Samtidig orden og balansesymmetri av B-funksjoner

Teorem 7.8. Fplgende B-funksjoner er ordenssymmetriske og balansesymmetriske
samtidig:

Ru-funksjonene oppfyller Bap(t;u)+Bpa(l—151—p) =1,

ERB-funksjonen By oppfyller By(t;u,0,B8)+Bg(1—t;1—u,B,a) = 1.
ERB-funksjonen B, oppfyller B (t;u,o,B)+ B, (1 —t;1—u,B,00) = 1.

Beviset til teorem [7.8]finner vi i vedlegg|C.§]

7.9 Implementering av B-funksjoner

For de fleste B-funksjoner og deres deriverte kan man enkelt lage algoritmer direkte fra
formlene deres. En algoritme for & beregne B-funksjoner, inkludert deres deriverte kalles
en evaluator. Det er enkelt & implementere effektive evaluatorer for Beta-funksjoner, RB-
funksjoner og trigonometriske B-funksjoner, alle ogsa med iboende parametere. Det er
imidlertid mer komplisert a lage en generell evaluator for B-funksjoner, og en evaluator
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for ERB-funksjoner av type 1 er ikke mulig a lage direkte, fordi den krever numeriske
integrasjoner og approksimasjon.

I vedlegg |Al er en numerisk evaluator beskrevet. Evaluatoren ble opprinnelig laget for
ERB-funksjoner av type 1, men er senere modifisert til andre B—funksjonerE] Evaluatoren
er basert pa approksimasjon av B-funksjonen ved stykkevis 3.-grads Hermitt-polynomer,
hvor koeffisientene for alle Hermitt-funksjonene i alle samlingspunkt er forhandsberegnet
og lagret. Standard partisjonering er 1024 og denne partisjoneringen krever 1024 x 6 x 8 =
48k-byte minne.

Avvikene er viktige og for ERB-funksjoner av type 1 er det stgrste avvik: 10! for funk-
sjonsverdien, 102 for 1.-deriverte og 10~° for 2.-deriverte.

Kostnaden til evaluatoren er 6 multiplikasjoner for funksjonsverdien, 4 multiplikasjoner
for 1.-deriverte, 5 multiplikasjoner for 2.-deriverte ...

C++ -kode for evaluatoren finnes pa https://source.coderefinery.org/gmlib/gmlib1/
gmlib/-/tree/master/modules/parametrics/evaluators.

3Evaluatoren ble introdusert i [102], laget for ekspo-rasjonale B-splines. Den ble laget for det skalerbare
delsettet, som er praktisk talt identisk med ERB-funksjonen beskrevet her. Senere utvidet Gancheva og
Delistoyanova evaluatoren i [71]], til ogsa & inkludere Beta-funksjoner.


https://source.coderefinery.org/gmlib/gmlib1/gmlib/-/tree/master/modules/parametrics/evaluators
https://source.coderefinery.org/gmlib/gmlib1/gmlib/-/tree/master/modules/parametrics/evaluators

Kapittel 8

Blendingsplines

Vi starter med a se tilbake pa formelen for en vanlig B-splinekurve beskrevet i (6.12)),
n—1
C(I) = Z Cj de(l‘).
j=0

hvor {c j}’;;é, er kontrollpunktene, dvs. punktene som definerer kontrollpolygonet til kur-
ven. Settet med B-splines (basisfunksjonene) {b, ;(t) ';;é er definert av skjgtvektoren
t ={ty,12,...,t,1q} 0g polynomgraden d. Ordenen til en B-spline er k = d + 1 og er di-

mensjonen til funksjonsrommet.

Fordi by j(t) har lokal stgtte, dvs. er forskjellig fra null bare pd intervallet r € [t;, #,4),
kan vi omformulere formelen for en B-Splinekurve til fglgende,

1

C(l‘) = Z Cj dej(l‘),

j=i—k

hvor indeksen i fglgelig er bestemt av #; <t < ;1. Dette er da en spesifikk formel for
skjgtintervallet [t;,2;11).

I seksjon ble matriseformulering av B-splines introdusert. Ved a bruke den vil en
3.-grads B-splinekurve ha fglgende formel for skjgtintervallet [f;,#;11),

e(t) = ( 1—wii(0) m,,-(t))(l—Wg—l(f) W) 0 )

I —wo;(t) wo(t)

L—ws;a(t)  wsialr) 0 0 ?:_3
0 1—ws,1(t) w3,;i—1(2) 0 szz ’
0 0 L—w3;(t) w3(t) :.l
l
(8.1)
hvor
t—t
Wd_‘i(l) = s (82)
titg — 1

og hvor da indeksen i bestemmes av #; <t < tj1 1.

147
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Matriseformuleringen viser at formelen for B-splinekurver er basert pa hjgrnekutting,
hver rad i matrisene er en line@rinterpolasjon mellom nabopunkt. Noen viktige egen-
skaper til B-spline kurver kommer nettopp fra hjgrnekuttingen vist av matriseformen i
(8.1). Som beskrevet i seksjon er egenskapene som er knyttet til hjgrnekutting:

e Den sterke konvekse omhyldningsegenskapen.
e Den variasjonsminkende egenskapen.
I tillegg kan fglgende egenskaper lett sees fra matriseformelen;
e Den lokale modifikasjonen.
e Den affine invariansen.

Lokal modifikasjon fglger av at formelen kun inneholder k punkt (4 for 3.-grad - jmf.
(8.1)), og den affine invariansen fglger av at hver rad summerer opp til 1 i alle matrisene.

Kontinuitetsegenskapen kan vi imidlertid avledes direkte fra den lineare translerings- og
skaleringsfunksjonen wy ;(f) : [t,%i1.4] — [0, 1] beskrevet i (8.2). Husk hermiteordenen til
B-funksjonene i definisjon Den line@re B-funksjonen B(z) = t har hermiteorden O,
videre har t2 venstre side hermiteorden 1, 73 har venstre side hermiteorden 2 osv. Det
folger dermed at hermiteordenen til B-splines er d — 1 1 endene av basisene fordi den
starter med 7¢, hvor 7 er en translert og skalert ¢, og slutter med (1 —7))?. Ved enhver
intern enkelskjgt slutter og starter kun en linear funksjon, som da reduserer kontinuiteten
fra d til d — 1. Dette forklarer B-spline-kontinuiteten ved en enkel skjgtverdi. Det fglger
at kontinuiteten er polynomgraden minus en. Med de samme argumentene fglger det at
kontinuiteten ytterlige reduseres med 1 hvis to skjgtverdier er like, og at kontinuiteten
generelt er graden minus multiplisiteten av skjgtene.

8.1 B-splines med B-funksjoner

Vi tar for oss matrisene i pa nytt. De fleste elementene i matrisene er null. I hver rad
er det bare to elementer som ikke er null, disse er wy ;(f) og 1 —wg ;(t). Siden wy ;(t)
er en linexr funksjon som fgrer ¢ fra [t;,¢;14] over til [0, 1], er hver rad egentlig en li-
ne@rinterpolasjon mellom to punkt. Merk at det fortsatt er en line@rinterpolasjon om vi
legger til en hgyere ordens symmetrisk B-funksjon (definisjon[7.1)) til den linezr funksjon
i B-spline-matrisene. Vi far da fglgende utvidede uttrykk for en B-spline kurve:

. B ‘ ‘ 1—BOW27,',1(I) BOWz’l;l(l‘) 0

e(?) _( T=Bowyi(t) Bowy(t) ) ( 0 1 —Bowy;(t) Bowp;(t)
Ci-3

I—BOW37,'_2(I) BOW37,'_2(Z‘) 0 0 N
0 1—BOW37,'_1(Z) BOW3’Z'_1(Z‘) 0 Cz.—2
0 0 1—Bows(r) Bows,(r) lcil

1

(8.3)

hvor Bow(t) = B(w(t)) og hvor skjgtintervallet og dermed indeksen i bestemmes av
6 <t <tiyg.
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0 1 2 3

Figur 8.1: De bla basisfunksjonene er polynomiske 3.-grads B-splines pa skjgtvektoren
1=1{0,0,0,0,1,2,3,3,3,3}. De rgde basisfunksjonene er B-splines inkludert en 2.-ordens
B-funksjon pa den samme skjgtvektoren.

Figur 8.2: Et plott av en 3.-grads polynomisk B-splinekurve i blatt. De stiplede grgnne
linjene er kontrollpolygonet. Den rgde kurven er en B-spline med B-funksjoner pa den
samme skjptvektoren og kontrollpunkt som den polynomiske B-splinekurven. De rgde og
gronne stjernene markerer ekstremverdier for hastigheten til den rode kurven.

Utvidelsen endrer ikke de viktigste egenskapene til B-splinekurven. Det er fortsatt hjgrne-
kuttingsalgoritmen som induserer egenskapene; konvekst omhyldning, lokalt modifika-
sjonsskjema, variasjonsforminskning ..., og linezrinterpolasjonen den affine invariansen.

Hovedforskjellen sammenlignet med polynomiske B-splines er kontinuitetsegenskapene.
Kontinuiteten ved skjgtene vil gke med ordenen til B-funksjonen. Hvis B-funksjonen har
orden oo, vil kurven bli C”-glatt. dette ble fgrst beskrevet i [104].

I figur er to sett B-splines plottet, polynomiske B-splines i blatt, og B-splines med
en B-funksjon i rgdt. Hovedforskjellen vi kan observere i figur [§.1] er at de deriverte av
alle basisfunksjoner med en B-funksjon er null i starten og i slutten av supportomradet.
Dette kan tydeligst sees for de to fgrste basisfunksjonene, ved t = 0, og for de to siste
basisfunksjonene, ved ¢t = 3. Pa de indre skjgtene, ved r = 1 og t = 2, kan vi observere at
basisfunksjonene er nermere null over et lengere omrade.

I figur[8.2)er en 3.-grads polynomisk B-splinekurve plottet i blatt. Skjptvektoren (spline-
rom) er den samme som i figur 8.1} De 6 kontrollpunktene er markert som kuler. Den
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0- t t >
0 1 2 3

Figur 8.3: Et plott av hastighetene til kurvene i ﬁgur Den bla er hastigheten til den
polynomiske B-splinekurven, og den rgde er hastigheten til kurven med B-funksjoner.

tk-z t k-1 t k t k+1 t k+2

Figur 8.4: Et plott av B-splines (basisfunksjoner). Til venstre ser vi polynomiske 1.-grads
B-splines by_»(t) = wy x—2(t) og til hgyre B-splines med B-funksjoner, bi(t) = Bow i(t).

rgde kurven er B-splines med B-funksjoner basert pa samme skjgtevektor og kontroll-
punkt, men hvor basisfunksjonene plottet i rgdt i figur[8.1] er brukt.

Eksempelet 1 figur [8.2] viser, sammen med plottet i figur [8.3|av de respektive hastighete-
ne, én spesiell egenskap til en B-splinekurve med B-funksjoner. De rgde stjernene i figur
[8.2] markerer punktene der hastigheten har et lokalt maksimum, og de grgnne stjernene
markerer punktene der hastigheten har lokalt minimum. Vi kan tydelig se at stjernene
korrelerer med krumningen, der krumningen er minst er hastigheten stgrst og der krum-
ningen er stgrst er hastigheten minst. Dette kan minne om a kjgre bil over en gitt distanse,
man starter med lle deriverte lik null (hastighet, akselerasjon), og man regulerer farten
med hensyn til kurvene og avslutter med a stoppe, hvor da alle deriverte igjen er null.

8.1.1 2.-ordens B-splines med B-funksjoner

Formelen for en 2.-ordens B-splinekurve er ganske enkel. Hvis vi inkluderer B-funksjoner
er formelen over et skjgtintervall [t;,2;, 1)

c(t) = (1 —Bowyi(r) Bowyr) )(C"C.1 > (8.4)
1
som apenbart er en kurve av rette linjer mellom kontrollpunktene pa grunn av linearin-
terpolasjonen i formelen. Men hvis B-funksjonen er en ERB- eller Fabius-funksjon, er
kurven faktisk C*-glatt (funksjonen og alle deriverte er kontinuerlig), noe som er ganske
spesielt siden kurven er stykkevis linear. Forklaringen pa dette er at alle deriverte er null
i alle kontrollpunkt, noe vi skal se naermere pa senere.

I figur[8.4]ser vi et plott av basisfunksjoner, til venstre polynomiske 2.-ordens (1.-grader)
B-splines, til hgyre 2.-ordens B-splines med B-funksjoner. Formlene fglger av (6.10) og

(8.4) og er
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W [

Figur 8.5: En 2.-ordens ekspo-rasjonal B-splinekurve er plottet med bla prikker. Punk-
tene er plottet med samme avstand mellom parameterverdiene. Dermed vil tettheten av
punkt illustrere hastigheten. Merk at kurven er C*-glatt, men bare G°. Dette fordi (her-
mite)ordenen til B-funksjonen er oo.

Bowy(t), i <t <ti1,
bii(t) =< 1=Bowyi1(t), tix1 <t <tiy2,
0, ellers.

For en polynomisk B-splines er B(t) =t, ellers kan B(¢) vere en hvilken som helst sym-
metrisk B-funksjon som beskrevet i kapittel

I figur 8.5 er en 2.-ordens ekspo-rasjonal B-splinekurve plottet. Punktene er plottet med
samme avstand mellom parameterverdiene. Dermed vil tettheten av punkt illustrere has-
tigheten. Pa figuren ser vi at punktene blir tettere og tettere jo neermere kontrollpunktene
vi kommer.

For a verifisere pastanden tidligere i seksjonen og observasjonen i figur om at alle
deriverte er null i kontrollpunktene, deriverer vi (8.4]) og far

(t)=( —84:B ow1(t) 848 owi(r) ) ( o >’

Ci
= 5d,iB/ o WU(Z‘) (C,' — Ci—l)

hvor 6;;, definert i (6.13), er den deriverte av wy ;(r), definert i (6.11). &4, (c;i —ci—1)
er vektoren fra kontrollpunktet c¢;_; til ¢;, skalert med parameterintervallet. Det fglger
dermed at

(1) =38) BD ow (1) (c;—cio1), for j=1,2,.... (8.5)

Som vi ser i er de deriverte avhengige av de deriverte til den valgte B-funksjonen.
Hvis B-funksjonen er en ERB- eller Fabius-funksjon, vil alle deriverte vere null i alle
kontrollpunkt. Dette samsvarer ogsa med teorem |[7.1|selv om vi bare har punkt her.

Ogsa her kan bilkjgringsanalogien vare fordelaktig a bruke, vi starter med null hastighet,
akselererer, ..., sa gker vi hastigheten til vi er midt mellom to punkt, da begynner vi a
bremse og stopper i punktet. Der svinger vi fgr vi kjgrer videre. Pa denne maten kjgrer
vii en rett linje mellom alle punktene pa en matematisk C*-glatt mate, mens det geomet-
risk sett (formmessig) kun er G'-glatt, dvs. geometrisk kun kontinuerlig og med skarpe
knekker.
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8.2 2.-ordens B-splines som blendingsplines

2.-ordens B-splines med B-funksjoner har noen helt spesielle egenskaper, som
- basisfunksjonene har minimal support, dvs. over to skjgtintervall,

- kurven interpolerer kontrollpunktene, dette fglger av at ordenen er 2

- kurven er C*-glatt der k er ordenen til B-funksjonen,

Sammen med at konstruksjonen er veldig enkel, er disse egenskapene en god grunn til a
bruke 2.-ordens B-splines med B-funksjoner som grunnlag for blendingsplines.

Formelen til en 2.-ordens B-splinekurve, der kontrollpunktene er erstattet av kontrollkur-
ver (ogsa kalt lokale kurver), og hvor basisfunksjonene bade genereres fra en skjgtvektor
T= {ti}?iol og er koblet med en B-funksjon, er

Zc, ) b1i(t), for t€lt,t, (8.6)

hvor ¢;(t), i =0,1,...,n— 1 er lokale kurver, hver definert over skjgtintervallene (¢;,2;12),
og hvor by ;(r) er 2.-ordens B-splines med en symmetrisk B-funksjon i henhold til de-
finisjon vist i (8.4). Vi kaller denne konstruksjonen for blendingsplines. Du finner
dem ogsa under navnet ERBS eller GERBS i flere artiklelﬂ Pa grunn av at ordenen er 2
og dermed medfgrer minimal support, kan formelen pa skjgtintervallet 7 € [f;,1;41]
forenkles til

c(t)= ( 1-Bow(t) Bowi(r) ) ( C;éfﬁ >
:C,',I(l‘)—FBowl,i(t) AC,’(Z‘), (8.7)

hvor Ac;(t) = c¢i(t) — ci—1(t). Dette er i samsvar med to-funksjons-blending beskrevet i
seksjon[7.2] og er det samme som uttrykk (7.3)).

Definisjon 8.1. En 2.-ordens B-splines med B-funksjoner, og med kontrollkurver, ogsa
kalt lokale kurver kalles

Blendingsplines
Det fplger av ([7.6) og (7-1) at for j =0,1,2,...,S (S er ordenen til B-funksjonen) er
D) =c? (1), for i=12,....n, (8.8)
(1) = )+ Z ( )51 ; ow17,~(t) Acl(jfk)(t) ndar t; <t <tiy1, (8.9)

hvor & ; er definert i (6.13). (8.8) er i henhold til hermiteinterpolasjonsegenskapen
beskrevet i teorem[7 1] Uttrykk (8.9) ser komplisert ut, men har samme struktur som
bernsteinpolynomene der tallene fra binomialformelen fplger Pascals trekant.

'ERBS og senere GERBS ble fgrst presentert pa “Mathematical Methods for Curves and Surfaces"-
konferansen i Tromsg i 2004 og senere publisert flere steder, [105], [44], [45], [102], [47], [6],...
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Figur 8.6: En blendingsplinekurve plottet i rgdt, og med fire lokale kurver plottet i gront.
Den resulterende kurven er en blending av dens lokale kurver, hvor de er blendet med en
B-funksjonen. Den resulterende kurven interpolerer verdien og alle deriverte til hver av
de tilstptende lokale kurver i “midt"skjpten.

2.-ordens B-splines med B-funksjoner

For a forenkle notasjonen av basisfunksjonene, inkludert deres deriverte, bruker vi

BY (1) = 8L BW owi (1), for k=0,1,... og 1€ [tir1]. (8.10)

1

Deretter kaller vi det andre leddet av for: g(t) = ¥I_o (1) 8 B® owy (1) Acl(j 0.
Funksjonsverdien og 1.-, 2.- og 3.-deriverte til g(¢), andre termen av , er

gi(t) = Bi(t) Aci(1),

gi(r) = Bi(t) Ac(t) + Bi(t) Acj(t), (8.11)
g (1) = B (t) Aci(r) +2Bi(r) Aci(r) + Bi(r) Aci (1),

”’(t) B! (t) Aci(t) + 3B (t) Aci(t) +3Bi(t) Ac} (t) + Bi(t) Ac!'(¢).

Vi oppsummerer na en av hovedegenskapene til blendingsplines.

Hermiteinterpolasjonsegenskapen til blendingsplines

En blendingsplines definert i definisjon [8.1] interpolerer hver lokale kurve ¢; i skjgt-
verdien t;1, ikke bare verdien, men med alle deriverte opp til ordenen til B-
funksjonen som brukes, (samsvarer med uttrykket [8.8). Dette kalles hermiteinter-
polasjonsegenskapen til blendingsplines.

Er det noen restriksjoner pa de lokale kurvene? Svaret er ja, men for all praktisk bruk er
det nesten umulig a finne eksempler pa kurver som ikke kan brukes som lokale kurver.
Av teoretisk interesse er disse begrensningene beskrevet 1 [102]], avsnitt 2.6. De vanligste
typene av lokale kurver er bézierkurver, sub-kurver, sirkulere buer, blendingsplines selv,
B-splines og kurver laget med Taylor-ekspansjon. Selvfglgelig avhenger kontinuiteten til
den resulterende kurven av kontinuiteten til de lokale kurvene som brukes.

Figur viser et eksempel pa en blendingsplinekurve og dens lokale kurver. Vi ser 4
lokale kurver (grgnn). Skjgtvektoren er T = {ti}fzo, der 1) = 1] og 14 = t5 er de multiple
start- og ende-skjgtverdiene, og t, og t3 er enkle interne skjgter. Hver basisfunksjon og
dermed ogsa lokal kurve spenner over to skjgtintervall, og hver lokal kurve interpolerer
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den globale kurven ved dens midtre skjgt. Fordi de to fgrste skjgtene er like og #; er den
midterste skjgte vil den fgrste lokale kurven, som spenner over [ty,#,], interpolere starten
til den globale kurven. Av samme grunn interpolerer den siste lokale kurven slutten av
den globale kurven. Kurven i figur er delt 1 tre deler. “Delingspunktene” er der de
lokale kurvene bergrer den globale kurven, dvs. i skjgtene #, og 13. Den fgrste tredjedelen
av den globale kurven er en blending av hele den fgrste lokale kurven og fgrste halvdel,
til skjgt 7o, av den andre lokale kurven. Den andre tredjedelen er en blending av den andre
delen, fra skjgt #,, av den andre lokale kurve og den fgrste halvdelen, til skjgt 73, av tredje
lokale kurve (begge deler stiplet grgnt). Den tredje tredjedelen er en blanding av den andre
halvdelen (fra skjot #3) av den tredje lokale kurven og hele den fjerde lokal kurve. Dette
viser den ekstremt lokale supporten, index lokal support dvs. hvis vi endrer den fgrste
lokale kurven vil bare den fgrste tredjedel av den globale kurven bli endret.

En generell algoritme for en “evaluator" for blendingsplines er som fglger:

Algoritme 8. (Forklaring av notasjonen, se avsnitt “Algoritmisk sprak"”, side|6])
Algoritmen beregner {c(])(t)}?zo for en blendingsplinekurve. Algoritmen forutsetter at
“evaluatorer” for de lokale kurvene og for B-funksjonen er tilgjengelig. Skjptvektoren
{t 7:'01 antas ogsd d veere tilgjengelig. Innput er: t € [t1,t,], og d - som er antallet deri-
verte som skal regnes ut. Retur er en vector(Vector), der det forste elementet inneholder
c(t), og deretter ¢'(1),...,c(1).

vector(Vector) eval ( double 7, intd )

int i =i:\;6<t<ti, // Indeks for gjeldende skjptintervall.
vector(Vector) co = {cl(f )1 (1) ‘/{:0; // “Evaluering" av lokal kurve c;_(t).

if (t ==1;) return co; | // Returner kun lokal kurve c;_(t), se .
vector(Vector) ¢ = {cl(j ) (1) ‘](:0; // “Evaluering" av lokal kurve c;(t).
vector(double) a(d+1); // Vektor for a lagre “Pascals trekant nr".

vector(double) B = {Bl(j)(t) ?:0; // Beregning av B-funksjon, se (8.10).

c1 — =co; // c¢1 blir na Ac;, se .

for (int j=0; j <d; j++)

aj = 1,‘
for (int k=j-1; k>0, k——)
ay + =ai_1; // Regne ut “Pascals trekant nr'.
for (int k=0; k <i; k++ )
co,j + = (ak By)ct j—is / “vektor += skalar*vektor", fra .
return cq,

I algoritmen er “evalueringen" av de lokale kurvene markert med rgdt.

8.2.1 Affine transformasjoner av lokale kurver

Affine avbildninger er beskrevet i pa side [16] Dette er typisk skalering, rotasjon,
skjeer og translasjon, og er generelt pa den formen

Ap+v,
hvor p er et punkt og v er en assosiert vektor i et affint rom. Dette affine rommet kan
typisk vaere R3, som da betyr at A er en 3 x 3 matrise
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Figur 8.7: Vi ser blendingsplinekurven fra ﬁgur men hvor tre av de lokale (grgnne)
kurvene er flyttet og to er rotert. Kurven er i R3.

Men hvis vi bruker homogene koordinater, se seksjon [2.6]og[3.2] vil alt samles i en 4 x 4
matrise (i R?) for alle affine avbildninger. Matrisen ser da slik ut;

Xix Zix Pix

A= | T Gy Piy | (8.12)
Xiz Ziz Dig
0 0O O 1

De tre fgrste kolonnene i matrisen er vektorer der den homogene koordinaten er 0, den
siste kolonnen er et punkt der den homogene koordinaten er 1. Matrisen representerer
posisjonen og orienteringen til en lokal kurve, og beskriver et lokalt koordinatsystem der
punktet p; er origo og de tre kolonnevektorene er koordinataksene x; (rgd), y; (grgnn) og z;
(bla). Hvis vi begrenser avbildningene til rotasjon, skalering og translasjon, beholder vi et
ortogonalt koordinatsystem. I algoritme [§]ser vi to steder som er markert med rgdt, det er
“evaluatoren” til de lokale kurvene. Hvis vi gnsker & implementere affine transformasjoner
av lokale kurver ma vi legge til en homogen matrise til “evaluatoren”. Hvis vi kaller de
lokale kurvene i seg selv for o;(¢) og lar resultatene multipliseres med kurvenes homogene
matriser far vi . .

Ney=aaV @), j=12,..,

1

der A; er en homogen matrise lik (8.12)) og som er assosiert med dens lokale kurve o;(t).
Merk at for en gitt 7 er o;(¢) og dermed c;(¢) er punkt der den homogene koordinaten er

1, og for j >0, er O‘i(] ) (1) og dermed ogsa cl(j ) (t) deriverte og vektorer der den homogene
koordinaten er 0.

I figur er kurven i figur endret ved a flytte og rotere noen av de lokale kurvene.
Den andre lokale kurven er bare flyttet, den tredje lokale kurven er flyttet og rotert om
en vertikal akse og den fjerde kurven er flyttet oppover og rotert litt rundt en akse som
kommer rett ut av arket.

Som vi ser i figur[8.7] er rotasjonene av de lokale kurvene gjordt rundt interpolasjonspunk-
tene til kurvene c;(#;11). En annen mulighet er at rotasjonsaksen kan kobles til tangenten
eller cotangenten til kurven 1 interpolasjonspunktene. For at det skal kunne gjgres stilles
det krav til hvordan de lokale koordinatsystemene bgr se ut.

v' Det er a foretrekke at det lokale origo til en lokal kurve er i punktet der blendingskur-
ven interpolerer den lokale kurven. Maten a gjgre dette pa er avhengig av typen lo-
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kale kurver. Vi starter med a finne posisjonen til interpolasjonspunktet, p; = ¢;(t;+1),
dernest puttes p; inn som siste kolonne i matrisen A;. Vi korrigerer sa dataene i den
lokale kurven med —p; pa en mate som er mulig i henhold til formelen.

v' Det kan vare nyttig & bruke Frenet-ramme, matrisen F(z; 1), ogsa kalt en TNB-
rammen, se seksjon @d.1.2] Vi lager den som en kolonnematrise. Dvs. en matrise
der den fgrste kolonnen er T = ¢/(t;+) normalisert, den andre kolonnen er N =
¢! (tiy1) — (¢ (tix1), T)T normalisert, og den tredje kolonnen er B =T A N. Siden
matrisen er ortonormal er F~! = FT. Dermed korrigerer vi dataene/formlene i ¢;(t)
med F~!(t;;1) og setter F(;;1) som gvre venstre submatrise i A;.

8.2.2 Bézierkurver som lokale kurver

Bézierkurver er praktisk a bruk som lokale kurver. Bézierkurver er omtalt i seksjon
uttrykk (4.31)), og formelen er:

d
a(t) =Y ¢jba;t), for t€[0,1],
j=0

der d er polynomgraden b, ;(t) , er basisfunksjonene, dvs. bernsteinpolynomer som er
beskrevet i seksjon 4.4.1] c; € R®, j=0,1,...d er koeffisienter som danner kontrollpoly-
gonet, og hvor s vanligvis er 2 eller 3 (dvs. i planet eller “rommet").

Fra Definisjon [8.1| ser vi at domenet til hver lokale kurve ¢;(t) er [t;,2;12]. Dette betyr at
hver bézierkurve c;(¢) ma reparametriseres fra [0, 1] — [t;,#;12]. Dette kan gjgres med a
bruke de lineare translerings- og skaleringsfunksjonene (6.11) med d = 2, dvs.

t—1; 1
— og &i=wh=

woi(t) = (8.13)

lito — 1t tiyo — 1

Sa for lokale bézierkurver far vi fglgende “evaluator", som gir posisjon og d-deriverte og
som dermed kan brukes i Algoritme [§]der det er markert med rgdt.

(1) =80 owpilt), j=0,1,....d og 1€ 1], (8.14)

i i

I seksjon er bernstein/hermitematrisen B,(z, §) beskrevet i (4.39). Dette er matrisen
vi bruker for a beregne posisjonen og alle deriverte for en gitt z-verdi, dvs.

ci(t) boa (w2,i(1)) by (wa(t)) oo baa(wa(t)) co
ci(t) _ | %2 Dbo.a(w2i(t)) 62 Dbra(wai(t)) -+ &2 Dbaa(w2i(r)) |[ 1
) 8 ,-Ddbo;.z (wa,i(r)) & iDdbl,;J (wa,(t)) - & ,'Ddbd7c.1 (wa,i(1)) C.d

og 1 vektor/matrise-notation

{91 40 =Ba(wi(t),8,) c. (8.15)

Nar vi skal regne ut (8.13) og dermed (8.14) kan vi bruke Algoritmen |2} som lager matri-
sen B (w2 (), 82,i), beskrevet i avsnitt Matrisen kan sa multipliseres med vektoren
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av kontrollpunktene ¢. Hvis vi gnsker a beregne ferre enn d-deriverte, kan algoritme
modifiseres til 4 redusere antall rader i matrisen. I bade figur [8.6| og figur [8.7|er 2.-grads
bézierkurver brukt som lokale kurver for blendingsplines.

For at alle lokale bézierkurver skal ha sitt lokale koordinatsystem, hvor det lokale origo er
der blendingskurven interpolerer den lokale kurven, ma vi Korrigere kontrollpunktene. Vi
gjgr dette ved a finne det lokale origo, som er p; = a;;ows ;(ti+1), jamfgr , og deretter
korrigere alle kontrollpunktene til ¢; ; = ¢; j — p;, for j =0,1,...,d. Samtidig ma siste
kolonne i den homogene matrisen A; settes til p;.

I figur[8.7]er noen lokale bézierkurver rotert rundt sitt lokale origo.

8.2.3 En blendingspline-approksimasjon av en kurve

Gitt en kurve ¢(¢), med et domene [a,b] om kurve er dpen, eller [a,b) om kurve er luk-
ket/syklisk. For a lage en approksimativ “kopi" av den gitte kurven trenger vi

e antallet n og polynomgraden d til de lokale bézierkurvene som skal lages,

e i lage en skjgtvektor, {t; E()l som spenner over domenet til ¢(z),

e i lage kontrollpunktene {c; j}?zo til bézierkurvene ¢;(t), i =0,1,...,n—1.

Den enkleste maten & lage en skjgtvektor pa er a lage en uniform skjgtvektor der [t;,1,]
er domenet til ¢(7). De to endeskjgtverdiene settes sa i samsvar med at ¢(¢) er apen
eller lukket (se avsnitt [6.2.2)). Vi tar sd utgangspunkt i (8.13), og da bruke like mange
deriverte som polynomgraden vi har valgt, dermed er matrisen B;(w ;(¢),62,) end+1 x
d + 1 matrise (laget av Algoritmen . Fra den opprinnelige kurven @ () trenger vi derfor
posisjonen og d deriverte i hver skjgtverdi t1,1,,...,t,. Vi snur sa uttrykk og far
fglgende prosedyre for a lage en blendingsplinekopi av en kurve.

Kopiering med hermiteinterpolasjon

Denne metoden for a “kopiere" kurver er egentlig en hermiteinterpolasjon. Vi far
Ci1 = Bd(WZJ(I)y 527,')_] o(t), for i=1,2,...,n,

der ¢;_; er kontrollpunktene til den lokale bézierkurven c¢;_1, og @(#;) er posisjonen
og d deriverte til den opprinnelige kurven i parameterverdien ¢;.

Dermed, i de interne skjgtene, vil posisjonen og d-deriverte til blandingsplinekurven
c(t) veere lik posisjonen og d-derivertene til den opprinnelige kurven ¢(z), dvs.

C(J)(tl):(P(J)(tl)7 j:(),l,...,d og i:1,2,...7ﬂ.

8.2.4 Eksempler

Vi skal se eksempler pa hermiteinterpolasjon av tre forskjellige originalkurver. I eksemp-
lene skal kurvene approksimeres med blendingsplines med lokale bézierkurver av for-
skjellige grader. Hensikten er a vise effekten av a bruke lokale bézierkurver. De fleste
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Figur 8.8: Til hgyre, en blendingsplinekurve (bla) interpolerer en “rosekurve” (rgd) i
56 interpolasjonspunkt. Posisjonen og I.-deriverte er brukt i hvert interpolasjonspunkt.
Denne approksimasjonen ser ut til a gjgre kurven for lang, slik at kurven bukler seg mel-
lom interpolasjonspunktene. Til venstre er de 56 lokale bézierkurvene (linjene) til blen-
dingsplinekurven plottet i forskjellige farger. Fordi “Rosekurven” har 14 kronblader og
14#4=56 interpolasjonspunkt, er de lokale kurvene (linjene) “symmetriske". rundt “rose-
senteret". I tillegg skjcerer par av pafplgende linjer hverandre.

eksemplene er lukkede/sykliske kurver, men det er ogsa ett eksempel pa en apen kurve.
Eksemplene viser at hermiteinterpolasjon ikke ngdvendigvis er en “optimal” approksima-
sjon og at det er mulig a forbedre Igsningen ved a skalere de lokale kurvene, eller det
lokale domenet i1 innputt til interpolasjonsprosessen.

Det fgrste eksemplet er en sakalt “rosekurve" beskrevet i [163], og definert av formelen,

f)

1) for t €[0,87). (8.16)

cost cos (

RIS A

g(t)=| sins cos
0

Den vil se ut som en rose med 14 kronblad. Antallet kronblad er 2 ganger telleren i
brgken i cosinus i formelen i (8.16). Hastigheten er oscillerende mellom 1 og 1,75, tregest
i midten av rosen og raskest i spissen av hvert kronblad.

I figur[8.8]er “rosekurven” approksimert av en blendingsplines med 4 interpolasjonspunkt
pa hvert kronblad, dvs. totalt 4*14=56 interpolasjonspunkt jevnt fordelt pa parameterdo-
menet. [ hvert interpolasjonspunkt er posisjon og 1.-deriverte brukt, og vi kan se effekten
av a bare bruke 1.-deriverte. Krumningen blir dermed null i alle interpolasjonspunkt. Re-
sultatet er at kurven blir for lang. Dette kan tydelig sees til hgyre i figur[8.8] Til venstre
i figuren vises de lokale kurvene. Fordi alle lokale kurver er av grad 1, er de rette linjer.
Lengden pa linjene, og det faktum at de skjarer hverandre, indikerer ogsa at den resulte-
rende kurven blir for lang og dermed vil bukle seg.
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Figur 8.9: Til hgyre, en blendingsplinekurve (blad) interpolerer en “rosekurve” (rgd) i 56
interpolasjonspunkt. Ogsa her er posisjon og 1.-deriverte brukt i hvert punkt. Men na er
de lokale kurvene skalert med 0,5 etter interpolasjonen. Resultatet er geometrisk veldig
neer den opprinnelige kurven. Til venstre ser vi de 56 lokale bézierkurvene (linjene) til
blendingsplinekurve, alle er plottet i forskjellige farger.

Kurven i figur er laget med samme interpolasjon som i det forrige eksempelet. Imid-
lertid er de lokale kurvene na skalert med 0,5 etter at de er laget. Dette ser vi til venstre
i figur[8.9] Ved skalering er det viktig at interpolasjonspunktet er origo til det lokale ko-
ordinatsystemet for hver lokale kurve, slik at interpolasjonspunktene ikke flytter seg. Den
resulterende kurven er geometrisk veldig lik den opprinnelige “rosekurven”, men has-
tigheten vil svinge sterkere. Det er mulig a fa samme resultat ved a skalere de (innputt)
deriverte i stedet for a skalere den resulterende kurven (linjen). I dette eksempelet er resul-
tatet geometrisk svert bra. Et enda stgrre potensial for a forbedre resultatet er imidlertid
dersom skaleringsfaktoren er forskjellig for de forskjellige lokal kurvene.

I figur er “rosekurven” approksimert som i de to foregaende eksempler, med 56 in-
terpolasjonspunkt men na med posisjon, 1.- og 2.-deriverte i hvert interpoleringspunkt.
Resultatet er ganske bra, men ikke like godt geometrisk som i forrige eksempel. Hastig-
heten derimot er svert lik den opprinnelige kurven, og er dermed mye bedre enn i forrige
eksempel. Til venstre i figuren er de lokale kurvene plottet. De er alle av grad 2, og “sym-
metriske" i betydningen at pa hvert kronblad er det et sett med lokale kurver som har
samme form pa hvert kronblad. Man kan ogsa forbedre resultatet ved a bruke en lignende
metode som i forrige eksempel, dvs. individuell skalering.

Det neste kurveeksemplet er en sakalt “kardioidekurve" beskrevet i [80], og definert av
formelen,
2cost (14 cost)
g(t)=1 2sint(l+cost) |, for t€[0,2m). (8.17)
0
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Figur 8.10: Til hgyre to kurver som delvis dekker hverandre. Den rgde kurven er en ori-
ginal “rose-curve", den bla kurven er en blendingsplinekurve. Approksimasjonen er laget
av 56 interpolasjonspunkt, der posisjon, 1.- og 2.-deriverte i hvert interpoleringspunkt er
brukt. Til venstre ser vi de 56 lokale bézierkurvene til blendingsplinekurven plottet gradvis
fra gront til rpdt. De er alle 2.-grads bézierkurver.

Figur 8.11: Til hgyre ser vi to kurver som delvis dekker hverandre. Den rgde kurven er
en “kardioidekurve". Den bla kurven en blendingsplinekurve. Approksimasjonen er laget
med 7 interpolasjonspunkt, der posisjonen, 1.-, 2.- og 3.-deriverte i hvert interpolerings-
punkt er brukt. Til venstre er de syv lokale bézierkurvene plottet i forskjellige farger. Alle
de syv kurvene er 3.-grads bézierkurver med 4 kontrollpunkt.
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Figur 8.12: Tre eksempler pd approksimasjon av sirkler/sirkelbuer med blendingsplines
som har lokale bézierkurver vises. De originale kurvene er rg¢de, blandingsplines-kurvene
er bld, og de lokale bézierkurvene er gronne. Til venstre er bare ACn 2.-grads bézierkur-
ve brukt som lokal kurve for a approksimere en sirkel. I midten er to 1.-grads bézierkurver
(linjer) brukt som lokale kurver for a approksimere en sirkel. Pa hgyre side er en del av en
sirkel approksimert av en blendingsplinekurve med to 2.-grads bézierkurver som lokale
kurver.

Et plott av vil se ut som et eple, med en cusp gverst. Til hgyre i figuren [8.1T]er en
“kardioidekurve" approksimert av en blendingsplines ved bruk av 7 interpolasjonspunkt
jevnt fordelt over parameterintervallet. I hver av interpolasjonspunktene er posisjonen,
1.-, 2.- og 3.-deriverte brukt i hermiteinterpolasjonen. Eksempelet viser hvordan interpo-
lasjonen takler singulariteter som i dette eksempelet er en cusp. Til venstre i figur [8.11]
er alle syv lokale kurver plottet i forskjellige farger. De er alle 3.-grads bézierkurver og
modellerer formen til den opprinnelige kurven ganske bra, men de ser ut til a veere litt
for lange som vi kan se i overlappingen med neste kurve (de overlapper ogsa litt av kurve
etter). Grunnen til dette er den samme som i forrige eksempel, dvs. 4.-deriverte er null.

De siste eksemplene er noen kuriositeter. Det er to approksimasjoner av sirkler og en
av en sirkelbue. Til venstre i figur [§.12] er det en approksimasjon av en sirkel med kun
ett interpoleringspunkt, posisjonen, 1.- og 2.-deriverte, “halen" blendes med “hode". Den
lokale kurven er derfor bare en 2.-grads bézierkurve. I figuren er den opprinnelige sirkelen
rad, blendingsplinekurven bla, og den lokale bézierkurven stiplet grgnt.

I midten 1 figur [8.12] er en sirkel approksimert med to interpolasjonspunkt, posisjonen
og 1.-deriverte i hvert av de to punktene. De lokale linjene skaleres sa med 0,92 etter
interpolasjonen. Resultatet er visuelt ganske bra.

Til hgyre i figur [8.12] vises en sirkelbue som er approksimert av en blendingsplinekurve.
To lokale kurver er laget i to interpolasjonspunkt med posisjon, 1.- og 2.-deriverte. I det-
te tilfellet vises en annen type korreksjon, domenet er skalert med 0,635. Resultatet er
ganske godt. Man kan nesten bare se den bla blendingsplinekurven som dekker den rgde
sirkelbuen.

I figur vises en animasjon ved a rotere noen av de lokale kurvene. Pa en “kopiert"
“rosekurve" roteres alle lokale kurvene som er pa spissen av hvert kronblad 6 ganger
rundt en vektor fra rosekurvens senter til interpolasjonspunktet. Du finner mer om alle
eksemplene vist her og andre eksempler, og om hvordan forbedre resultatet, i [102]] som
kan lastes ned fra http://urn.nb.no/URN:NBN:no-15022


http://urn.nb.no/URN:NBN:no-15022
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: Figuren viser “rosekurve” approksimasjonen med blendingsplines med 56
unkt og lokale 2.-grads bézierkurver. De lokale kurvene pa tuppen av
rundt deres lokale y-akse (som sammenfaller med retningen til ra-
rosekurven). Pa figuren er 7 kurver med “roterte” lokale kurver plottet, hver
fra den forrige. Den fjerde kurven, hvor de lokale kurvene pd spissen av
kronbladene er rotert totalt 90°, er ogsa plottet fra siden.
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8.3 En delkurvekonstruksjon

Om a utvide en hvilken som helst parametrisk kurve til en blendingsplinekurve

Vi kan utvide en hvilken som helst parametrisk kurve til en splinekurve ved a legge til en
skjgtvektor. Resultatet er at vi far et sett med overlappende delkurver, som hver er knyttet
til en av de interne skjgtverdiene og som har et domene som dekker to skjgtintervall, en pa
hver side av den aktuelle skjgtverdien. En delkurve er bare en begrensning av domenet til
en kurve. A bruke delkurver som lokale kurver betyr at en blendingsplineutvidelse av en
kurve i utgangspunktet er identisk med selve kurven. Dette fordi blending av en kurve med
seg selv gir selve kurven. Nar man legger til affine transformasjoner (se seksjon[8.2.1), vil
en delkurvealgoritme i utgangspunktet vere lik algoritmen for lokale bézierkurver. Nar vi
endrer (8.7), far vi, fori=1,2,....n

)= (1= 80) (400 ). re b,

hvor B;(t) = Bowy i(t) (se (8.10)), ¢(z) er orginalkurven og A; er en homogen matrise
som beskrevet i seksjon [8.2.1] uttrykk (8.12). Formelen kan ytterligere forenkles til,

c(t) =Ai-1 @(t) + Bi(t)(Ai —Ai-1)@(2)

som gir oss fglgende metode.

A utvide en parametrisk kurve til blendingsplines

Gitt en kurve @(7). For & konvertere ¢(¢) til en blendingsplinekurve ma vi
- bestemme antallet n av redigeringskuber vi vil bruke,

- lage en skjgtvektor for en 2.-ordens B-spline, dvs. {#; f‘iol ,

- til hver indre skjgt tildeler vi en homogen (identitets)matrise.
Da har vi fglgende formel for skjgtintervallet [;,;11):

c(t) = (Ai—1 +Bi(t) AA;) @(1) (8.18)

hvor A; er matrisen i skjgten #;,1, og AA; = A; —A;_1, Bi(t) = Bowy () er spline-
basisen med B-funksjon og wy ;(r) definert i (6.11). Merk at ¢(z) er et punkt, med
den homogene koordinaten 1. For de deriverte har vi samme struktur som i (8.9) og

dermed (8.11)), dvs. vi bruker Bl(k) (t) = 8F .BW ow 4(t), definert i (8.10). De tre fgrste
deriverte er dermed:

(1) = A1 ')+ A4; (Bi(1) 0(1) + Bi1) 9'(1))
(1) = Ai-1 9" (1) + i (B (1) 9(1) +2B1(1) ¢/(1) + Bil1) 9" (1))

(1) = A1 9"(0)+A; (B (1) @) +3BY(0) ¢/(0) +3B1(1) ¢" (1)) + Bilt) 9"(1))

Legg merke til at i den fgrste delen multipliseres A;_; med en vektor hvor den homo-
gene koordinaten er 0, og 1 den andre delen multipliseres AA; med et punkt (under-
streket) der den homogen koordinat er 1.
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Figur 8.14: En blendingsplinekurve laget av en sirkel, . Til venstre ser vi den inn-
ledningsvis, en perfekt sirkel hvor de fire redigeringspunktene er markert. Til hgyre er
kurven endret ved d flytte de fire redigeringspunktene neermere midten.

I seksjon blei homogene matriser A; introdusert. Matrisene representerer lokale ko-
ordinatsystem i R3, plassert i et punkt p; og med koordinataksene x;, y; og z;. Matrisen A;,
punktet og aksene kan visualiseres som kuber. Dette ser vi i figurene [8.6] [8.7] og[8.14]

Vi skal na se pa et eksempel, en sirkel gitt av formelen (4.1). Domenet er [0,27) og det
eneste vi kan gjgre her er a endre radius fordi kurven er last til formelen. Vi bestemme
oss for a bruke 4 redigeringspunkt som vi fordeler uniformt, samt hvilken B-funksjon
vi vil bruke. Kurven er lukket, og fra seksjon ser vi at domenet er [t,25). Skjgt-
vektoren blir da T = {—Z£,0,%,7,3F 27}. De fire matrisene {A;}>_; er i utganspunktet
identitetsmatriser. I eksempelet er brukt som blendingsfunksjon.

Figur [8.14] viser dette eksemplet. Kurven er i utgangspunktet en perfekt sirkel, som vi ser
til venstre i figuren. Til hgyre 1 figuren ser vi kurven etter at alle fire redigeringspunktene
er flyttet nermere midten av sirkelen. Redigeringspunktene kan na flyttes i forskjellige
retninger og de kan roteres og skaleres. Kurven vil totalt endre form. men den vil alltid
vare lukket og alltid topologisk lik en sirkel.

Figur [8.14] viser dette eksemplet. Kurven er i utgangspunktet en perfekt sirkel, som vi ser
til venstre i figuren. Til hgyre i figuren ser vi kurven etter at alle fire redigeringspunktene
er flyttet nermere midten av sirkelen. Redigeringspunktene kan na flyttes i forskjellige
retninger og de kan roteres og skaleres. Kurven vil totalt endre form. men den vil alltid
vare lukket og alltid topologisk lik en sirkel.

Et problem i dette eksemplet, og ogsa i oppskriften pa forrige side, er at de lokale ko-
ordinatsystemene for redigeringspunktene er det globale koordinatsystemet. For & gjgre
det enklere & endre/redigere kurven bgr vi fglge radene fra seksjon pa side vi
bgr justere de lokale kurvene, og sette inn tilsvarende rotasjon og translasjon i matrisene
A;,1=0,1,2,3.

Derfor legger vi til en ekstra matrise ved hvert redigeringspunkt, ; . Dvs. at vi for hvert
redigeringspunkt ma:
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Figur 8.15: En blendingsplinekurve laget av en sirkel, formel . De grgnne kurve-
ne har 4 skjgtintervall. Ved hver skjpt roteres alle delkurvene, henholdsvis 30°, 60° og
180° for kurvene sett fra venstre. I de rode kurvene med 6 skjptintervall og de bla med 8
skjotintervall flyttes annenhver delkurve neermere midten av sirkelen, henholdsvis %, 1,2
ganger avstand til sentrum.

- sette A; = F(t;41), dvs. lage Frenet-ramme i hvert punkt @(#;11), i = 1,2,...,n. Frenet-
ramme er omtalt pa side og i seksjon

- Deretter setter vi Ti:Ai_l, i=0,1,...,n—1.

Konsekvensen er at “evalueringen" av den opprinnelige kurven na avhenger av skjgt-
intervallet, dvs. uttrykk (8.18)) blir na

c(t) = (Ai-1 +Bi(t) AA;) (Ti (1))

og en tilsvarende endring ma da ogsa gjgres for de deriverte. Nar redigeringen er fullfgrt,
kan A; oppdateres ved a multiplisere A; med ¥;, for deretter a fjerne T;.

Figur viser flere eksempler pa delkurvekonstruksjonen. De grgnne kurvene viser
bruken av rotasjon og de rgde og bla kurvene viser bruken av translasjon. Merk at kun
matrisene A; endres, rotasjonen vises i den 3 x 3 undermatrisen gverst til venstre, se side
[16] For flytting endres kun kolonnevektoren helt til hgyre, som beskrevet i (8.12).

Figur[8.16]og viser hvordan vi interaktivt kan forme figurer ved hjelp av rotasjon og
translasjon. Det kan sammenlignes med a tegne med blyant, og er gjort pa sekunder.
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Figur 8.16: En silhuett av et ansikt modellert fra en sirkel med 12 skjpter.

Figur 8.17: Kun 2 skjgter er brukt, begge er rotert og en er flyttet. To sirkler er plottet
for a illustrere blendingen.
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Kapittel 9

Parametriske flater

Se for deg R? som et stort plan. For 4 lage en flate velger vi en del av dette planet som vi
sa kaller et parameterplan/domene. Sa deformerer vi det ved enten a strekke, trykke, bgye
det pa forskjellige mater. Til slutt putter vi det i gnsket posisjon og orientering inn i et
rom, vanligvis det euklidske rommet R3. Merk at 4 “klippe og lime" ikke er et alternativ
her. Figur [9.2] viser oss et eksempel pa konseptet som er beskrevet over. Dette betyr at en
flate er et 2-dimensjonalt objekt. Hvis en flate verken er degenerert eller selvskjerende
kan vi ogsa kalle den for en 2-dimensjonal mangfoldighet. Beskrivelsen over er et forsgk
pa 4 illustrere konseptet med parametriske flater. Som oftest er flaten plasert inn i R,
men den kan egentlig vare plasert inn 1 et annet (euklidsk) rom eller 1 en mangfoldighet
av hvilken som helst dimensjon > 0. En mer formell definisjon er:

Definisjon 9.1. En parametriserte differensierbar flate er et differensierbart kart/avbild-
ning S: U C R — IMM", n > 0 av et dpent sett U C R? inn i et euklidsk rom eller en
mangfoldighet. Merk at et halvdpene og lukkede sett bare er avgrensninger av apne sett.

Ofte tenker man seg at en flate er overflata til et tredimensjonalt objekt i rommet. Vanligvis
er da flatene lukket og topologisk lik en kule eller torus, eller en toruslignende gjenstand
med flere hull. Det er ikke alltid like lett a parametrisere slike flater og det er kun en torus
som enkelt kan parametriseres. Alle andre typer ma dekkes av flere parametriseringer der
overgangene mellom dem ma vere konsistente, dvs.homeomorfier.

I resten av kapittelet vil vi anta at flatene er i R>. Et kart/avbildning er vanligvis markert
med en bokstav, f.eks. S: U C R? — R? der U kalles domenet/parameterplanet, hvor
koordinatene ofte er angitt med bokstavene (u,v). En flate kan ha en ytre rand som i
“apesadel"-eksemplet (9.1) eller en delvis ytre rand som i en sylinder (9.2), eller ingen
ytre render som i en torus (9.3). Det forste eksemplet vi skal se pa er en “apesadel” definert
ved,

u
Suvy=[ v |, uel-1,1], ve[-1,1]. ©.1)
uv?
Her er domenet U = [—1, 1] x [—1, 1] og parameterplanet samsvarer med xy-planet i

R3, x = u og y = v. Flaten strekkes i avbildningen og arealet blir fglgelig stgrre enn
parameterplanets areal som er 4. Den grgnne flaten i figur[0.1]er en “apesadel”.

169
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Figur 9.1: Tre eksempler pa flater, en sdkalt apesadel fra i gront, en sylinder fra
(9-2) i gult og en torus fra (9.3) i “kobberfarge".

Det neste eksempelet er en sylinder, med formelen

cosv
S(u,v)= | sinv |, u€l0,6], vel0,2n). (9.2)
u

Her er domenet U = [0, 6] x [0, 27). Denne avbildningen er som 4 ta et stykke papir og
rulle det. Overflaten strekkes ikke i prosessen og arealet er det samme som for parameter-
planet, dvs. 127. Den gule flaten vi ser i figur[9.1]er en sylinder.

Eksampel tre er en torus,

(cosu+3)cosv
S(u,v) = (cosu+3)sinv |, wu€l0,2r), ve]0,2n). 9.3)
sinu

Her er domenet U = [0, 27) x [0, 27). Et plott av flaten er vist nederst i figur[9.1] i en
slags “kobberfarge".

Figur[0.2]er en visuell illustrasjon av hva en parametrisk flate er. I figuren ser vi til venstre
parameterplanet U med koordinatene er u og v. Avbildningen er kalt S og vises som en
stiplet buet pil. Til hgyre i figuren ser vi avbildningen av parameterplanet i rommet R3,
dvs. flaten S(U). I figuren ser vi ogsé at S overfgrer et punkt p i parameterplanet til et
punkt ¢ pa flaten.

En Oppsummering av figur[0.2]er at:

- U er parameterplanet/domenet, S(U) er hele flaten i R>.

- p = (u,v) er et punkt i parameterplanet U C R?, der (u, v) er koordinatene.

- ¢ =S(p) = S(u,v) er et punkt pa flaten og er dermed ogsa i R? (med 3 koordinater).
- S avbilder punkt i parameterplanet til punkt pa flaten og fglgelig i R3.

Vi skal i seksjon [9.1.T| forklare hva dS i figur[9.2)er og gjor.
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Figur 9.2: Nede til venstre ser vi parameterplanet U C R?. @verst til hgyre ser vi flaten
S(U) i rommet R3. Et punkt p i parameterplanet avbildes av S til et punkt g = S(p) pd
flaten i rommet. En vektor Y fra punktet p i parameterplanet er avbildet ved differensial-
avbildningen dS til en vektor i = dS,(y) som ligger i tangentplanet T,(S) i punktet q pd
flaten.

9.1 Differensiering

Det neste trinnet, som ogsa er vist i figur 9.2} er differensiering. Vi vet at S overfgrer
et punkt p fra parameterplanet til et punkt ¢ pa flaten. Vi skal na finne retningen vi ma
bevege oss i hvis vi er i g og gnsker a bevege oss i en retningen hvor bare en av de to
parameterverdiene endres. Vi kaller vektorene som beskriver disse retningene for parti-
ellderiverte. En overflate har to parameterverdier og dermed to partiellderiverte. Det er
flere forskjellige notasjoner som brukes for partiellderiverte. I det fglgende vil vi se 3
forskjellige notasjoner som er vanlig a bruke.

- Den partiellderiverte i u-retningen, angitt pa tre forskjellige mater: D,S = S, = %, er

en vektor (er 3-dimensjonal hvis S(U) C R?), og er en tangentvektor til flaten i den gitte
posisjonen g = S(p).

- Den partiellderiverte i v-retningen, angitt pa tre forskjellige mater D,,S = S, = g—f eren
vektor (er 3-dimensjonal hvis S(U) C R?), og er en tangentvektor til flaten i den gitte
posisjonen g = S(p).

De to tangentvektorene S, og S, spenner ut et tangentplan i punktet ¢ = S(p). Tangent-
planet, betegnet 7,(S), er ogsa vist i figur som en hvit firkant. Husk at dimensjonen
til tangentvektorene, de partielle deriverte, er lik dimensjonen til rommet som flaten er 1.
Som et eksempel pé partiellderiverte kan vi se pa “apesadlen” i uttrykk (9.1I). Vi fir da
felgende partiellderiverte (i alle tre notasjonene),

DS=S,=—=1| 0 |, D,S=8=—= 1 , 9.4)
u v
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9.1.1 Differensialen dS),

Det neste avbildningen er differensialen dS, en matrise M der de to partiellderiverte er

kolonnene,
ds=18,S,], €M(g,2),

der g er dimensjonen til rommet flaten er i. Dette betyr at dS har to kolonner og antall
rader er lik dimensjonen til rommet flaten er i (dvs. 3 i R?). Den overfgrer en vektor i
punktet p i parameterplanet, til en vektor i tangentplanet 7, (S) i punktet g = S(p).

I figur er det et eksempel hvor en vektor ¥ € R? er avbildet til en vektor u i rommet
av dS), dvs. dS,(y) = p. Vi kaller u den retningsderiverte i retning y. Hvis flaten er i R3
sd er dS), en 2 x 3 matrise, dvs.

ds, R* =R pecUCR. (9.5)

Det fglger ogsa at d er en differensialoperator som overfgrer en avbildning til en differen-
sialavbildning, vi far dermed

d(Su) = [(Su)u ) (SM>V]
d(SV) = [(SV)M ) (Sv)v]

uv] 5

Differensialopperatoren kan anvendes pa enhver avbildning og lager da en differensialav-
bildning. I de neste seksjonene vil vi se flere eksempler pa dette.

9.1.2 Kaurver pa flater

Vi skal se pa konstruksjonen av hvordan kurver som er definert i parameterplanet til en
flate er avbildet i R3.

Gitten kurve i : I C R — R?,
n
h(l‘) = Zcibl’(l‘).
i=1
der ¢;, i=1,...,n er punkt eller vektorer i R? og b;(t) er basisfunksjoner som spenner ut

et endelig dimensjonalt funksjonsrom.

Spgrsmalet er hvilken kurve vi far nar kurven i parameterrommet blir overfgrt til R3. Gitt
en flate S: U C R? — R>. Kurvedefinisjonen er da,

c(t)=S(h(t)) =Soh(t), telCR. (9.6)
Ved & bruke kjerneregelen pa far vi 1.-, 2.- og 3.-deriverte,

c(t) =dS,(n), (en forenkling, skal egentlig std h(t) og i’ (t))
" (t) =d(dSp(R))n(H') +dSp(h"), 9.7)
"(t) = d(d(dSp(h")n(h))n(H) +d(dSp(H'))w(R") +-d(dSp (")) n(H') +dSp(H"),

der differensialmatrisene som brukes i de deriverte i (9.7)) er (for a forenkle hopper vi over
posisjonsindeksen 4 i det fglgende,
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Figur 9.3: Overst ser vi parameterplanet til en torus sammen med torusen vist fra to
forskjellige posisjoner. I parameterplanet er det en kurve (rett linje mellom to punkt). Pa
torusen blir dette en kurve i rommet. Under vises den samme kurven fra tre nye posisjoner.
Til venstre er den plottet sammen med 1.-deriverte som rgde vektore, i midten med 2.-
deriverte i gront og til hpyre med 3.-deriverte i bltt.

d(ds(n'))

d([Su, S H)
[([Su, S A, 5 ([Sus SR
[ uu vu h/ [Suv 9 va] h/] )

og
d(d(dS(n'))(n')) =d ([[Suu » Swulh, [Suv » Sw]hH'] K')

[([[Suu ’ Svu] h/ ) [Suv ) va] h/} h/)u ’ (“Suu ) Svu] h/ ’ [Suv ’ va] h/} h/)v]
- H[Suuu ) Svuu]h/ ) [Suvu ) vau] h/} ! y “Suuv ) Svuv] h/ ) [Suvv vav] h/} h/} .

Et eksempel er vist i figur[9.3] En 1.-grads bézierkurve, dvs en rett linje i parameterplanet
er gitt. Parameterplanet tilhgrer en torus. I gvre del av figur vises ogsa torusen med
kurven sett fra to forskjellige posisjoner. Under er det tre plott av bare kurven, men na
med dens 1.- deriverte i rgdt (til venstre), dens 2.-deriverte i blatt (i midten) og dens 3.-
deriverte i grgnt, alle laget fra formlene i (9.7)).

Et annet eksempel pa “kurver" pa en flate er en vektor-funksjon som beskriver en ret-
ningsderivert langs en kurve, ikke i kurveretningen men tilnermet “vinkelrett" pa kurve-
retningen. I dette tilfellet trenger vi bade en punkt-funksjon, som beskriver posisjonen i
parameterplanet, og en vektor-funksjon, som beskriver en vektoren i parameterplanet, R,
i det relaterte punktet. Disse to koblede funksjonene kan da formuleres som:

= nZlCibi(t), og I’(Z) = nzzdibi(t), (9.8)
i=1 i=1
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begge for t € I C R. Overfgringen fra parameterplanet til R3 kaller vi g og blir
g(t) = dSy (r(1)), (9.9)
og den deriverte er,
g t)=d(dS(r))(h)+dS(r), (9.10)
g"(t) =d(d(dS(r))(h))(h) +d(dS('))(r') +d(dS(r')) (1) +dS(r"),
der differensialmatrisene er,

d(ds(r))

d([Su, Sv] 7)
[([Su s Su) 7)y s ([Su s $] 7))
[[Suu y Svu] r, [Suv y va] r],

0og
d(d(ds(r))(h')) =d ([[Slm » Svul 7y [Suv s Sw]r] h,)
= [([[Suu ) Svu]r; [Suv ) va] I”] h/)u ) ([[Suu ) Svu]r; [Suv ) va] I”] h/)v]
= H[Suuu s Svuu] Y s [Suvu s vau] l”] 4 s [[Suuv s Svuv] r, [Suvv vav] 7‘] h,} .

Eksempeler pa bruk av denne typen av funksjoner, (9.8)), og (9.10) er gitt i seksjo-
nene D6 A og

9.1.3 Tangentplanet 7,(S)

Vi tar utganspunkt i alle kurver c i en flate som gar igjennom et punkt ¢ = S(p) i flata.
Den 1.-deriverte til disse kurvene i punktet g er, i henhold til (9.7)),

/

¢ =dS,(H) = [Su , 5] ( i > — Syt S,

14
Vi ser at den 1.-deriverte / tangentvektoren til alle kurvene i flata som gar igjennom ¢ kan
beskrives som en line@rkombinasjon av de to vektorene S, og S,. Dette viser at alle ligger
i planet som spennes ut av S, og S,. Dette planet er fglgelig et tangentplan til flaten S(U )
1 punktet g, og vi kaller det for

T,(S) = dS,(R?).

Det er opplagt at tangentplanet er det samme selv om vi forandrer parametriseringen. Det
er fglgelig en iboende egenskap som er uavhengig av parametriseringen.

I R? kaller vi vektoren som stir ortogonalt pa tangentplanet for normalen til flata. Nota-
sjonene og orienteringen er som fglger. Fgrst definerer vi normalen med en liten bokstav,

ng=SuANSy(p), 9.11)
hvor A er vektorproduktet i R3. S& definerer vi enhetsnormalen som
Ny= 2. 9.12)
|ng|

Enhetsnormalen er dermed ogsa uavhengig av parametriseringen og er fglgelig ogsa en
iboende egenskap.
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9.1.4 Fgrste fundamentale form

Vi skal her se n@rmere pa en geometrisk struktur som er koblet til tangentplanet til en
flate. Fgrste fundamentale form er et indreprodukt i tangentplanet til en flate som er i et
3D-euklidsk rom, dvs. det er et indreprodukt av tangentvektorer. Den gir oss muligheten
til & beregne krumning og metriske egenskaper til en flate som lengde og areal i samsvar
med rommet flata er 1. Fgrste fundamentale form er benevnt med romertallet / og er:

I,(a,b) = (a,b)y, a,be Ty (S) oghvor g eretpunkt pa flaten S.

Gitt en flate S : U € R? — R? med en gitt parametrisering, og punktet p = (u,v) € U. Da
er S(p) et punkt pa flaten. Hvis vi sd har to vektorer i R?, 7 = (a,b) og § = (c,d) da vil
indreproduktet av disse to tangentvektorene r = dS, () og s = dS,(5) vare:

I(I(r7s) = <dSP(’A'>7dSP(§)>S(p)
= (aS, +bS,,cS, +dS,)
= ac(Sy,Sy) + (ad +bc)(S,,Sy) + bd(S,,S,)
=ac E+ (ad+bc) F+bd G,

hvor E, F og G er koeffisientene til fgrste fundamentale form, og vi har da -

Forste fundamentale form

Koeffisientene er

E=(S,,S)
F = (Su.8) (9.13)
G=(S,,Sy)

Fgrste fundamentale form, representert som en symmetrisk matrise.

2 E F\,
I,(r,s) =7 (F G)s.

hvor 7, § € R? og koblet til punktet p i parameterplanet, og r, s € T,(S), dvs. tangent-
planet til S i punktet ¢ = S(p).
Hvis vektorene r og s er samme vektor u vil fgrste fundamentale form bli

N E F \ .
Iq(u)=uT<F G)u-

hvor u = dS,() og fi € R%.

Fgrste fundamentale form er en fullstendig beskriver de metriske egenskapene til en flate.
Dermed kan vi beregne lengdene til kurver pa flaten og arealene til omrader pa flaten. I
det fglgende skal vi se n&rmere pa et linje-element ds og et areal-element dA, for sa a gi
et eksempel pa bruken av hver av dem.

Linje-elementet ds kan uttrykkes med koeffisientene til forste fundamentale form, som

ds* = I, (dS)
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hvor d§ = ( du

dv ) , er en vektor i R? (jmf. u i rammen over). Vi far da

ds? = (du , dv) ( ? g > ( Z’\bj ) = E du* 4+ 2F dudv+ G dv*. 9.14)

Det klassiske areal-elementet dA = |S,, A S,| dudv kan uttrykkes med fgrste fundamentale
form ved hjelp av Lagranges identitet dvs. |a Ab|? = (a,a)(b,b) — (a,b)?, som gir

A =|S,AS,| dudv=+EG— F? dudb. (9.15)
v' Fgrste eksempel er a beregne lengden ! til en kurve ¢ pa en flate, med a bruke (9.14),

d
I(c) = —Sdt /\/Eu’2+2Fuv +GV?dr

a

Ved & bruke kurven pa en torus, gir formelen i[9.3), og som er vist i figur[9.3]

—sinucosv — (cosu+3)sinv
Sy= | —sinusinv og S, = (cosu+3)cosv |,
cosu 0

og da er,
E=1, F=0, G=(cosu+3)?

Kurven 1 figur [9.3|definert 1 parameterplanet til torusen er

2.3 3.7 . , o 3.7
h(t) = ( 0.3 >+ ( 57 )t, og den deriverte K’ (t) = ( iy ) = ( 57 ),

som gir
1

I(c) = /\/13.69—1—32.49(005(2.3 +3.71) +3)2 dr ~ 16,
0

hvor den tilneermede lgsningen er beregnet med a bruke rombergintegrasjon, dvs en
modifisert algoritme [I4]som vi finner pa side 290

v' Det andre eksemplet er & beregne arealet til torusen definert i (9.3)) ved & bruke (9.15)

:/dA

2w 2%
// (cosu+3) dudv
00

2
:Zn/(cosu~|—3) du
0
= 127
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9.1.5 Andre fundamentale form

Andre fundamentale form (eller form-tensoren) er en sakalt “kvadratisk form" i tangent-
planet til en glatt flate i R>, vanligvis betegnet med II (les “to"). Sammen med fgrste
fundamentale form gjgr den det mulig for oss pa en enkel mate a definere ytre invarianter
til flaten, dens prinsipale krumninger.

Enhetsnormalen (i punktet g) N, er definert i (9.12). Det er en nr sammenheng mellom
en enhetssfere og en enhetsnormal. Den kan betraktes som en avbildning, dvs.

N:S— S

der S? er den 2-dimensjonale enhetenssfaren (en kule). Dette kalles Gauss-avbildningen
til S. Det fglger at differensialen til Gauss-avbildningen N er

ANy : T,(S) = T, (7).
Men siden 7,(S) og Ty, (S?) er parallelle plan, fglger det at at vi kan si at
dN, : T,(S) — T,(S).

Den lineare differensialen dN, er helt klart relatert til endring av den retningsderiverte
fordi normalen er ortogonale til alle tangentene i punktet. Det kan vises at |[dN,(r)| er
krumningen i retningen til en enhetsvektoren r som ligger i tangentplanet.

Andre fundamentale form er en kvadratisk form i tangentplanet og et indreprodukt. Gitt
en vektor & = dS,(f1) € T,(S), hvor i = (a,b) € R%. Andre fundamentale form er:

Hp(1) = —(dNg (1), 1t)
= —(N,a+ N,b,S,a+ S,b)
— _a2<Nu,Su> - Clb <<NM,S‘;> - <Nv, Su>) - b2<Nv,Sv>
=a*e+2ab f+b g,
hvor e, f og g er koeffisientene til andre fundamentale form. Fra definisjonen av normalen

fglger det at (N, S,) = (N, S,) = 0. De deriverte bade med hensyn til # og v er derfor ogsa
null. Da fglger det at (N,S,), = (N, Su) + (Ny,Su) = 0, og sa videre. Dette gir oss -

Andre fundamentale form
Koeffisientene til andre fundamentale form er

e = <N7Suu> = _<Nu7Su>a
f = <N7Suv> = _<Nuvsv> = _<NV7SM>7 (916)
g8 = <Nava> = _<NV7SV>'

Andre fundamentale form,representert som en symmetrisk matrise er

1, (u) =" ( ¢ f; )u-

hvor u € T,(S), dvs. er i tangentplanet til S i punktet g = S(p).




178 KAPITTEL 9. PARAMETRISKE FLATER

Fglgende definisjoner er relatert til krumning:

det(II)
det(I) "

e Gauss-krumningen K = det(dN,) av S, dvs. K =

e Maksimum normalkrumning k; og minimum normalkrumning k; kalles hoved-
krumningene til S ved punktet g. Det folger at dN,(e1) = kiej og dN,(e2) = kae.
e1 og ep er ortogonale til hverandre, de kalles hovedretninger og er egenvektorer til
dN,. Dermed er ky og k; egenverdiene til dN,.

e Middelkrumningen til S i punktet g er H = @
e Det fglger at gauss-krumningen K = kjk».
Ved utregninger (se [49], side 154-156) folger fglgende formler:

PO
EG—F?
_ leG—2fF+gE
2 EG-F?
k=H++\H2—K

N _ L (e f G —-F\_ -1 (fF—eG eF—fE
EG-F?\ f g —-F E ) EG—F2\ gF—fG fF—gE ]°

9.2 Rotasjonsflater

Pa engelsk kalles de “surface of revolution" - dreide overflater. Flatetypen inkluderer de
fleste av de klassiske flatene som kjegle, sylinder, kule og torus. Grunnkonstruksjonen er:

- Vi starter med en kurve c(u) i R?,

_ u € [s,e], hvis apen,
cu) = < cy(u) ) med domenet { u € [s,e), hvis lukket. ©.17)

- Sa ma vi bestemme aksen som kurven skal rotere rundt. Velger vi z-aksen far vi

cx(u)cosv
S(u,v) =1 cx(u)sinvy (9.18)
cy(u)
- Til slutt velger vi domene. I u-retning ma vi bruke domenet til kurven c(u«), men i v-

retning ma det vare [a,b] hvis 0 < b —a < 27 (ikke fullstendig rotasjon) eller [a,b) nar
b —a = 2m (fullstendig rotasjon).

Vi har allerede sett to rotasjonsflater, en sylinder, formel (9.2)), og en torus, formel (9.3]
Kurvene (9.17) for sylinderen é(u) og torusen ¢(u) er

@(u):(i) uel0,5 og 5(u):(‘;’§:‘>+(8) ue0,2m),

og formlene til begge, (9.2)) og (9.3), stemmer nér ¢(u) og ¢(u) erstatter (cy,cy) i (9.18).
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0 Y
0 1

Figur 9.4: Et eksempel pa en retasjonsflate, kurven til hgyre roteres 360° rundt sin y-akse
for a fd flaten vist pa venstre side.

Et annet eksempel er vist i figur I figuren er kurven c¢(u) vist pa hgyre side. Kurven
er en andregrads bézierkurve og vi kan se kontrollpolygonet og dermed koeffisientene
(kontrollpunktene) i figuren. Det fglger at kurven er

c(u):((l))(l—u)z—l—( ) )2u(1—u)—|—( : )u2:( 1_2;‘;2”2 > weo,1],

og formelen til flaten blir

(1 —2u+2u?)cosv
S(u,v) = | (1 —2u+2u?)sinvy uel0,1], velo,2m).
2u

9.3 Kurvesveipte flater

Pa engelsk “surface by sweeping". Tenk deg to kurver. Den ene kurven, g(u) - kalt tverr-
snitt eller profilkurve, sveiper langs den andre kurven, (v) - kalt “ryggraden”, dvs.

s(u,v) = h(v) +A(v) (g(u) = h(vo)), (9.19)

hvor vy startparameterverdien i v-retningen og A(v) er en orthonormal 3 x 3 matrise,

AW)=[t(v) f(v) )], (9.20)
hvor #(v) er enhetstangensvektoren til “ryggradskurven" &, dvs.
' (v)
t(v) = ——, (9.21)
|7 (v)]

og hvor f>(v) og f3(v) er enhetsvektorer normale til hverandre og til 7(v).
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Matrisen A(v) er en rotasjonsmatrise som beskriver hvordan man roterer profilkurven nar
vi beveger oss langs ryggraden. Vi gnsker imidlertid at profilkurven skal holde orienterin-
gen i forhold til ryggradskurven. Derfor bgr den fgrste kolonnevektoren vere tangentvek-
toren til ryggradskurven. Det er imidlertid flere valg for rotasjon rundt tangentvektoren,
og vi skal se nermere pa to forskjellige valg.

Frenet-ramme, ogsa kalt TNB-rammen og er omtalt i seksjon4.1.1} er ett valg. Her navn-
gir vi kolonnen i matrisen med

AW)=[T N B. (9.22)
hvor
4 WARW T’
T =t = — B=TANN=—— N=—=BAT.
W=7 °¢ ] 8 N

De partiellderiverte til en kurvesveipt flat er

Su=AW)g' (u) og S,=h)+A')(g(u)—h(v)). (9.23)

Nar vi bruker Frenet-rammen ma4 vi bruke Frenet-Serret-formler for 4 finne A’(v), dvs.

d 0 —x O
d—[T N B|=|W|[T N Bl|x 0 —t|=|[xkN tB—«xT —1N].
Y 0 7 0

der k er krumningen til ryggraden & og 7 er torsjonen, og der formlene for a beregne
krumningen og torsjonen er

|h//\ h//‘ <(l’l//\h//),h/”>
= —WP , T= —|h’/\h”|2 , se (@.9).

Forgvrig kan bevis for formlene knyttet til Frenet-rammer finnes fra side 130 i [80].

Det er et problem knyttet til & bruke Frenet-rammen. Hvis 4" er null eller er parallell med
K i et punkt pa ryggradskurven A, sé far vi ikke en orhonormal matrise i punktet, og flata
kan brétt flippe i punktet. Flaten kan ogsa oppfgre seg merkelig hvis 4" er nar null eller
er neer parallell med /',

Det er ikke alltid mulig a unnga singulariteter, men det er mulig a gjgre rotasjonen glat-
tere. Et annet valg er derfor & bruke en rotasjonsminimerende ramme - RMF, utviklet og
diskutert 1 [97], [83], [120] og [159].

Sammenlignet med Frenet-rammen (9.22), kan RMF-rammen (9.20) beskrives som
A(v) =A(v) R(v). (9.24)
der A(v) er definert i (9.22)) og den orthonormal matrisen

1 0 0
R(v)=| 0 cosw —sinw |. (9.25)
0 sinw cosw
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Figur 9.5: Pa venstre side er det en kurvesveipt flate med TNB-ramme. Flaten vises
fra to forskjellige posisjoner. Pa hgyre side er det en kurvesveipt flate med RMF-ramme.
Flaten vises fra to forskjellige posisjoner. Samme profil- og ryggradskurve er brukt i begge
flatene.

med en vinkel ® = @(v) som bestemmer rotasjonen rundt 7-aksen - differansen mellom
TNB og RMF. Vinkelen @ kan beregnes ved integralformelen

o(v) = a — / :r(t)|h’(t)|dt, (9.26)

med en integrasjonskonstant @y, som gir en startvinkel.

For & beregne den deriverte, A’ (v), far vi

A'(v) = A'(V)R(V) +A(W)R' (v). (9.27)
hvor
0 0 0
R(v)=1]0 —o'sino —o'coso |. (9.28)
0 wcosw —osinw
0og

o' (v) = ()| (V). (9.29)

I figur 0.5]er en profilkurve (kurve langs den ene kanten av flatene) og en ryggradskurve
(kurven fra en kant til motsatte kant i midten av flatene, plottet i rgdt) gitt. To forskjellige
flater er laget av samme profil og ryggradskurve, en pa venstre side og en pa hgyre side.
Flaten pa venstre side er laget med en TNB-ramme (Frenet-ramme), og flaten pa hgyre
side er laget med en RMF-ramme (rotasjonsminimerende ramme). I dette tilfellet er @y =
0, se (9.26). Begge flatene er vist fra to forskjellige posisjoner for a gi et bedre inntrykk
av dem. Flaten til hgyre er apenbart mye glattere enn den andre.
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Figur 9.6: En flate som er vist fra to forskjellige posisjoner. Den er laget ved d blende
4 2.-grads bézierkurver (plottet i gront) og hvor blendingsfunksjonene er 3.-grads bern-
steinpolynomer.

9.4 Flate fra blending av kurver

Vi har sett pa kurvekonstruksjonene, hermite, bézier, B-splines osv. Alle disse konstruk-
sjonene er basert pa blending av punkt eller punkt og vektorer, ved bruk av forskjellige
typer blendingsfunksjoner. Det er ogsa mulig a lage en flate med samme metode, da med
a erstatte punktene/vektorene med kurver/funksjoner.

Fglgende generelle konstruksjon kan brukes til flater, lik den generelle kurvekonstruksjo-

nen i.12),
S(u,v) =Y bi(u) ci(v). (9.30)

=1

~

Her ma alle kurver ha et felles domene,
ci(v):1C R? SR, i=1,2,...n,

og settet med basisfunksjonene b;(u), i=1,2,...,n, ma vere line@rt uavhengige og spen-
ne ut et n-dimensjonalt funksjonsrom. Et eksempel pa en flate laget av blending av kurver
er gitt 1 figur Merk at det er fa grenser for hvilke blendingsfunksjoner som kan bru-
kes, eksempelvis Lagrange, Bernstein, Hermite, B-splines. Valget vil avhenge av hvilke
interpolasjons-/approksimasjonsegenskaper du gnsker a bruke i modelleringen.

Differensieringen er rett fram, og de partiellderiverte er

n

bi(u) ci(v), Sp=Y bi(u) ci(v), Suw= i‘ibé(u) ci(v).

1 i=1

Sy =

-

1

Alternativt kan vi bytte parametrene,
_ n
S(u,v) =Y bi(v)ci(u). (9.31)
i=1

I resten av kapitlet vil en strek over flatebetegnelsen til en flate fra blending av kurver
bety et bytte av parameter mellom kurvene og basisfunksjonene.



9.5. TENSORPRODUKTFLATE 183

9.5 Tensorproduktflate

Navnet tensorprodukt refererer til et produkt av to vektorrom, i dette tilfellet endeligedi-
mensjonale funksjonsrom.

Vi vet fra seksjon4.2] hvordan et funksjonsrom bestemmes av et sett med basisfunksjoner.
I seksjon var det fgrste eksemplet &7, (1), dvs. rommet til polynomfunksjoner av grad
d pa domenet I C R. I det fglgende er tensorproduktet til to polynombaserte funksjonsrom
temaet. Fra avsnitt vet vi at Z;(I) for en gitt d og I kan uttrykkes ved forskjellige sett
med basisfunksjoner, dvs.

Monomiale basisfunksjoner {ti}fzo, der d, polynomgraden er endelig

Hermitebasisfunksjoner {H,-}l‘.lzo, spesielt for gradene d = 3 eller d =5, se seksjon

Lagrange-interpolasjonsfunksjoner {Ldﬂ-}flzo, hvor graden d er endelig, se seksjon

Bernsteinpolynomer {b; s}¢_,, hvor graden d er endelig, se seksjonm
B-splines {b(t,1;,...,tira+1) = bai}}, der d er graden, n antallet, se seksjon [6.2]

For hermitebasisfunksjonene og settet av bernsteinpolynomer, er domenet 7 = [0, 1].

Et tensorprodukt er egentlig et ytreprodukt mellom to vektorer. For eksempel, gitt to
vektorer av monomiale basisfunksjoner, en 2.-grads, m(u) = (1,u,u?), og en 3.-grads,
m(v) = (1,v,v?,v3). Tensorproduktet vil da vaere en matrise av basisfunksjonene,

1 1oy v
M@u,v)=m@)’ (mv)=| u (1v v 3) =|lu w w?* w
u? woutv v ut?

Til hver av disse 12 basisfunksjonene tildeles en koeffisient a; ; og resultatet (funksjonen)
blir som fglgende,

1

app do,1 dop o3
2 1%
Suv)=(1uu’) | arp a1 aip ais 2
ao a1 dxp a3 2

En flate er som oftest i R3, som betyr at koeffisientene er elementer i R3, for eksempel
punkt eller vektorer. En generell formel for en tensorproduktflate basert pa polynomer er

dy dy
S(u,v) = Z Z aijb;(v) bi(u), wuel,vel, (9.32)
i=0 j=0
der d, er polynomgraden og I, er parameterdomenet i u-retning, d,, er polynomgraden og
I, er parameterdomenet i v-retning, og der b;(u) og b;(v) er to polynombaserte basissett.
Ved implementering kan uttrykket deles inn i to kurvelignende uttrykk, jamfgr (9.30),

d, d,
Su,v) =Y ci(v)bi(u), der c¢;i(v)=Y aibj(v), for i=0,1,...d,. (9.33)
i=0 j=0

Dette viser at en tensorproduktflate bare er en “flate fra blending av kurver" (seksjon[9.4)),
og at alle algoritmer for kurver dermed ogsa kan brukes for tensorproduktflater.
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Figur 9.7: Vi ser en 3.-grads hermiteflate S(u,v). I hjprnene er posisjonen S og de parti-
ellderiverte S, 0g S, og den kryssderiverte S, plottet. Disse 4 punktene og 12 vektorene
eriden 4 x 4 matrisen M i formel (9.34).

9.5.1 Hermite-tensorproduktflater

I seksjon 3] er basisfunksjonene for 3.-grads hermiteinterpolasjon vist i (4.19), ie

H (1) 1—3t2+2¢3

| H@) | | 3228
H(r) = Hy(t) | | t=22+1
Hy(1) —t> 41

Det fglger at i henhold til (9.32), vil en hermite-tensorproduktflate vare som fglger:
4
s,v)=Hw)MHWV) =YY M;; H;(v) Hi(u), u€l[0,1],ve0,1], (9.34)

som ekspandert er

5(0,0) s(0,1) s,(0,0) 5,(0,1) | /Hi(v)
) = B0 ) B0 B350 500D S00) owiOr || e
su(1,0) s,(1,1) s (1,0)  su(1,1) | \Ha(v)

Den 4 x 4 matrisen M er dataene som beskriver formen pa flaten. Matrisen kan deles
inn i fire 2 x 2 undermatriser. @vre venstre undermatrise bestar av 4 punkt som gir de
4 hjgrnene. Nedre venstre undermatrise bestar av partielle deriverte i u-retningen i de 4
hjgrnene. @vre hgyre undermatrise bestar av de partielle deriverte i v-retningen i de 4
hjgrnene og den nedre venstre undermatrisen bestar av kryssderiverte i de 4 hjgrnene.

Figur viser et eksempel pa en hermiteflate. Den er egentlig en kopi av en del av en
torus, (9.3). Parameterintervallet pa torusen er [[0.4,0.9] x [0.4,1.6]] og de 4 partiellde-
riverte s, fra torusen skaleres med 0.5, de 4 partiellderiverte s, skalert med 1.2 og de 4
kryssderiverte s,, skalert med 0,5 1,2 = 0,6. Alle deriverte (skalerte) vises som rgde

piler i figur
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Figur 9.8: Vi ser to bézierflater inkludert deres kontrollpunkt og kontrollpolygon. Flaten
til venstre er av grad 2 i begge retninger, flaten til hgyre er av grad 5 i den ene retningen
og grad 3 i den andre retningen.

9.5.2 Bézier-tensorproduktflater

Vi starter med bézierkurver fra seksjon [4.4] Gitt en grad d og et kontrollpolygon med
d + 1 kontrollpunkt. Hvis vi na erstatter kontrollpunktene med kurver, dvs. bézierkurver,
far vi en bézier-tensorproduktflate,

dy d,

s,v) =YY pijbja,() big,(u), u, vel0,1], (9.35)
i=0 j=0

Polynomfunksjonsrommet 1 bézier-tilfellet er av grad d, i u-parameterretningen og grad
d, 1 v-parameterretningen. De to funksjonsrommene spennes ut av bernsteinpolynomene
big,(u), i=0,1,...,d,0gavb;,(v), j=0,1,...,d,. Kontrollpunktene {p; ;} definerer
et (d,+ 1) x (d, + 1) kontollnett, som skisserer flaten.

Vi ser fgrst pd et 2.-grads eksempel, som vist pd venstre side i figur[9.8og ser p& matrise-
formuleringen fra (9.35)) og far

Coo Coi Coz2|[bo2(v)
s(u,v) = (boa(u) b12(u) bap(u))|Cro Ciyx Cia|| b12(v)
Cro G Coo|\b22(v)

Vi henter fram bernstein/hermitematrisen fra seksjonen samt algoritme [2] for 4 be-
regne den. Ved a bruke denne matrisen kan 2.-grads eksemplet fra figur og dermed
uttrykket ovenfor, utvides til

S Su S (1—u)? 2u(l—u) u*|[Coo Coa Co2|[(1—v)? 2v—-2 2
—4 2 [|Go G Gop||V? v 2

[\

Svy Suvy Suuvy

I figur vises to eksempler pa bézierflater. Til venstre vises en 2.-grads bézierflate
inkludert de 9 kontrollpunktene. Til hgyre vises en 5. x 3.-grads bézierflate inkludert dens
24 kontrollpunkt.
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Figur 9.9: Vi ser 4 B-splineflater sammen med deres kontrollpunkt og kontrollpolygon.
Graden og kontrollpunktene er de samme for alle de fire flatene. Forskjellen er at gvre
venstre flate er apen/klemt i begge retninger, gvre hgyre er lukket i en retning, nedre
venstre er lukket i andre retning og nedre hgyre er lukket i begge retninger.

9.5.3 B-spline-tensorproduktflater

Vi tar utgangspunkt i B-splinekurver fra kapittel [6] Seksjon [6.2] Definisjonen inkluderer
en skjgtvektor T = {r9,11,...,t,+q}, en grad d og n kontrollpunkt co,cy,...,c,—1. Den
generelle formelen, (6.12)), ligner formelen for bézierkurver.

Hvis vi, som i bézier-tilfellet, erstatter kontrollpunktene, men na med B-splinekurver de-
finert over samme spline-rom (dvs. felles skjgtvektor og grad), sa far vi en B-spline-
tensorproduktflate,

n,—1 [n,—1
s(u,v) =Y (Z Cij bdv,j(v)> ba,.i(u), (9.36)
=0

i=0 j

Parametdomenet avhenger av fglgende (illustrert i figur[9.9):

apeniu | u € [ug,,un,| apeniv | vE [vg,,Vp] figur(9.9|- oppe til venstre
apeniu | u € [ug,,un,]| lukket i v | v € [vg,,vn,+a,) | figur|9.9]- oppe til hgyre
lukketiu | u € [ug,,up,+q,) | apeniv | v & [vg,vy,] figur(9.9|- nede til venstre
lukketiu | u € [ug,,up,+q,) | lukketiv | v € [vg,,vy,+q,) | figur 9.9|- nede til hgyre
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Figur 9.10: Vi ser flaten fra ﬁgur som er lukket i begge retninger fra to forskjellige
posisjoner. Her vises ogsd normalene N, . Pd venstre side i figuren ser vi en stiplet bld
ellipse, som markerer at det er to normaler i samme punkt for alle punktene langs en gitt
konstant v-parameterverdi v =2, dvs. s(u,2).

Flatene i figur[9.9 har grad 2 i begge retninger. For den dpne flaten er skjgtvektorene u =
{0,0,0,1,2,2,2},v=1{0,0,0,1,2,2,3,4,4,4} og domenet [0,2] x [0,4]. For den lukkede
flater eru = {—2,—-1,0,1,2,3,4}, v={-2,—-1,0,1,2,2,3,4,5,6} og domenet [0,4) X
[0,6). Kontrollpunktene ¢; j, i =0,1,2,3, j =0,1,...,6 definerer et kontrollnett som
skisserer overflaten bedre enn en bézierflaten med samme kontrollnett. I figur 0.9 er det
4 x 7 = 28 kontrollpunkt, kobberfargede kuler, forbundet med grgnne linjestykker.

For a implementere lukkede B-splineflater er det best a bruke en modifisert versjon av
Algoritmen [ som vi finner i Seksjon [6.2.9] hvor vi reduserer antall deriverte etter behov.
Da vil det av praktiske grunner vere en fordel a utvide skjgtvektorene ved a legger til d
nye skjgter pa slutten, hvor avstanden mellom dem reflekterer avstanden mellom skjgtene
fra knute 74 til knute 74 4. I figur[9.9)og[0.10|betyr dette u = {—2,—1,0,1,2,3,4,5,6} og
v={-2,-1,0,1,2,2,3,4,5,6,7,8}.

Merk at i skjgtvektoren v fra eksempelet i figur [0.9] er det to like interne skjgtverdier,
v4 = vs = 2. Siden polynomgraden er 2 i v-retningen, reduseres dermed kontinuiteten
med 1 over parameterverdien v = 2, jfr. definisjon [6.3] og egenskap P3 og punkt 5 i listen
over egenskaper 1 seksjon m En 2.-grads B-spline er C'-glatt over en enkelt skjgtverdi.
Det betyr at over to like skjgtverdier vil flaten ha en knekk. Dette er hva figur[0.10] viser.
Den nedre hgyre flaten i figur[9.9] som er lukket i begge retninger, er ogsé vist i figur[9.10
Men her er ogsa flatenormalene i hvert sampelpunkt plottet. I figur ser vi en stiplet
bla ellipse som markerer et omrade der vi kan se to ulike normaler i samme sampelpunkt
langs den konstante parameterverdien v = 2. Ved n@rmere undersgkelser av figuren kan
vi registrere at det er en knekk i flaten langs kurven, s(u,2).

Pa matrisenotasjon er beregningene av B-splineflater som fglger,
_ . T o
S(u,v) =Bgu(u,i) CByy(v, /)", mar u; <u<uwuipr og vi<v<viy,

som er B-spline-versjonen av siste uttrykket i seksjon[9.5.2] B-spline/hermitematrisene B
i bide u- og v-retning kan beregnes med algoritme [4] pd side



188 KAPITTEL 9. PARAMETRISKE FLATER

9.6 Boolsk sum-flater

Boolsk sum-flater er & lage en flate basert pa en “boolsk sum"-metode. Hvis A(F) og B(F)
er to operatorer som virker pa F. Da er den boolske summen (A @ B)(F) definert som
unionen av de to settene, som inneholder skjeringssettet, A(B(F)) = B(A(F)) = AB(F),
bare én gang. Derfor

(A®B)(F)=A(F)+B(F)—AB(F).

Tenk deg at randa til en flate, representert ved 4 sammenkoblede kurver, er kjent. For a
lage en flate med denne randa kan Coons patch - biline@re blendinger brukes.

Ved modellering av objekt gnsker vi ofte glatte overflater. Hvis flere flater settes sammen,
gnsker vi at ikke bare flatene skal henge sammen, men at de deriverte over en kant er like
pa to tilstgtende flater. “Coons Patch" - bikubiske blending, er da en Igsning.

En annen mulighet er at et nett av kurver som beskriver en flate er kjent. Kurvene i den ene
retningen skjerer alle kurvene 1 den andre retningen. En overflate laget av disse kurvene
kalles en Gordon-flate (se [79]]).

Konstruksjonen er den samme for disse tre blendingstypene og kan tilpasses alle andre
typer boolske sum-flater. Den grunnleggende konstruksjonen er:

- Vi lages farst en flate Sy (u,v) fra blending kurver. Kurvene er i v-retning, ¢(v). Settet
med basisfunksjoner er {b;}.

- Vi lages sd en til flate S,(u,v) fra blending kurver. Kurvene er i u-retning, g(u). Settet
med basisfunksjoner er {b;}.

- Til slutt mé vi lage en tensorproduktflate, der {b;} og {b;} er basisfunksjonene. Ko-
effisientene avhenger av typen basisfunksjoner. Det kan vare posisjon og deriverte i
hjgrnene, eller et “punktnet". Denne flaten er S3(u,v).

- En boolsk sum-flate er da definert som,

S(u,v) = S1(u,v) + 82 (u,v) — S3(u,v). (9.37)

9.6.1 Coons patch, bilinezer blending

Steven Anson Coons P_-I introduserte “Coons patch" i 1964, [26]]. “Coons patch" er basert
pa forutsetningen at en “flatelapp” kan beskrives i form av fire distinkte randkurver. En
enkel tilnerming er “Coons patch" bilinezr blending. Den lages fra fire randkurver, dvs.
to sett. De to settene er (se ogsa figur[9.11))

u-settet: go(u) og g1(u), u €[0,1], v-settet: co(v) og c1(v), v € [0,1].
Kurvene ma henge sammen, og det er derfor en forutsetning at

c0(0) = g0(0), co(1) =g1(0), c1(0) =go(1), c1(1) =g1(1).

I'Steven Anson Coons (1900 — 1979) var professor ved Massachusetts Institute of Technology i maskin-
teknikk. Under andre verdenskrig jobbet han med flater for fly, og utviklet matematikken for generaliserte
“flatelapper”. Senere (1960) publiserte han arbeider om det som i dag er kjent som “Coons patch".
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c,(1) c,(v)
¢,(0)
g,(u
S
S 3 go(u
e, (1)
. (V)
uoocm)
c(0) &)

o

g(u)
cy(v)

Figur 9.11: Et eksempel pa “Coons patch". Flaten S er en boolsk sum av de tre flatene
S1, S_z 0g S3, dvs. § = 81 —1—52 —Ss.

Vi lager fgrst tre flater ved linezrinterpolasjon i u retning, Sy, i v retning, S og til slutt en
tensorproduktflate S3, en bilinear interpolasjon som interpolerer hjgrnene, dvs.

Si(u,v) = (cov) c1(v)) ( l;u ) blending av kurver,

Y (1 go(u) :

Swy)y=(1-v v) o1 () rotert blending av kurver, (9.38)
1

Ss(u,v)=(1-v v) <Eg§(l)§ Zg(l); ) ( 1;”) tensorprodukt.
For a lage den endelige flaten S bruker vi den boolske summen av de tre flatene, dvs.
S(u,v) =Sy (u,v) +S>(u,v) — S3(u,v),
der S1, S> og S5 er definert i . Prosessen er illustrert i ﬁgur Som en kontroll ser
vi pa randa til den resulterende flaten S,
S(u,0) = Sy (u,0) + S2(u,0) + S3(u,0)
= (1—u) co(0)+uci(0)+go(u) — (1 —u) co(0) —u c1(0) = go(u),
S(u,1) = S1(u, 1)+ S2(u, 1)+ S3(u, 1)
= (I =u) co() +uci(1)+g1(u) = (1—u) co(1) —uci(1) = g1(u),
S(0,v) = $1(0,v) +82(0,v) + S5(0,v)
=co(v) + (1 —v) g0(0) +v g1(0) = (1 —=v) co(0) —v co(1) = co(v),
S(1,v) =81(1,v)+82(1,v) + 83(1,v)
=c1(v)+(1—=v)go()+vgi(1)—(1—=v) c1(0) —ver(1) =cr(v),

som viser at randa er lik de opprinnelig kurvene.
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Figur 9.12: Vi ser fire randkurver co(v), c1(v), go(u) og g1(u), og fire vektorfunksjo-
ner c3(v), c3(v), g2(u) og g3(u), som beskriver deriverte “ortogonale" til sine respektive
randkurver.

9.6.2 Coons patch, bikubisk blending

Det er ogsa mulig a konstruere “Coons patch" med en hgyere grad av kontroll av randa,
dvs. hvor vi ogsa kan bestemme den deriverte i v-retning pa randa der bare u varierer,
og den deriverte i u-retning pa randa der bare v varierer. Dette kalles en bikubisk blendet
“Coons patch", og den er konstruert pa samme mate som den bilinezrt blendede “Coons
patch". Forskjellen er at vi ma bruke hermiteinterpolasjon i stedet for linezrinterpolasjon.

Vi starter med 4 randkurver, to sett av to kurver,

co(v) og ci(v), vel0,1],
go(u) og gi(u), uel0,1]

Sa ma vi ha to vektorfunksjoner som gir de deriverte i u retning langs rendene i v retning,
og de to som gir de deriverte i v-retning langs rendene i u-retning,

c2(v) og c3(v), velo,1],
g2(u) og g3(u), uel0,1].

Kurvene ma samsvare med hverandre, derfor er det et krav at

c0(0) = 20(0),  co(1) = g1(0),
c1(0) =go(1),  c1(1)=gi(1).
cp(0) =82(0),  cp(1) = g3(0),
i (0)=ga(1), (1) =g3(1),
86(()) = C2(0)7 gé)(l) = C3(0)7
81(0)=ca(1), g (1) =c3(1).

Sammenhengen mellom kurvene og vektorfunksjonene er ogsa vist i figur Fgr vi
starter & bygge “Coons patch" bikubisk blending, definerer vi vektorene

H(t):[ Hl(t>7 H2(t)7 H3(t)7 H4(t)]7

ct)=1[ c1(t), ca(t), c3(¢
gt)=1[ &i(r), (@)



9.6. BOOLSK SUM-FLATER 191

Vi ma sa lage en flate med a bruke hermiteinterpolering av to kurver og to vektorfunksjo-
ner i u retning - Sy, og en tilsvarende flate i v-retning - S», pluss en hermite-tensorproduktflate
der posisjonen, de partiellderiverte med hensyn pa u og v og de kryssetderiverte i alle fire
hjgrner ma brukes - S3. Dvs.

S1(u,v) = (c(v), H(u))  blending av kurve,
S>(u,v) = (H(v), g(u))  rotert blending av kurve, (9.39)
S3(u,v) = H(v) M H(u)" tensorprodukt,
hvor matrisen M er
c0(0) ¢1(0) 2(0) «3(0) g0(0) go(1) £p(0) gp(1)
Mo | o) a() ) () | _ | &0) &(1) &(0) g(1)
C6(0) (0) an  an 8(0) g(1) an  an
co(l) (1) an  axn 83(0) g(1) axn  ax

De fire tallene nederst til hgyre er de kryssderiverte i de fire hjgrnene. Vi skal senere vise
hva disse fire verdiene ma vere dersom kravene i kantene skal oppfylles, men mgnsteret i
radene (og kolonnene) indikerer ogsa hva disse verdiene ma vere. For a lage den endelige
flaten S bruker vi en boolsk sum av (9.39)), dvs.

S(u,v) = S1(u,v) + Sa(u,v) — S3(u,v),
Vi gjentar de spesielle hermitebasisegenskapen beskrevet i (4.20),
H(0) =1, 0,0, 0], H(1)=[0, 1,0, 0], H(0)=[0,0, 1, 0], H(1)=[0,0, 0, 1].

Vi bruker sa dette for a sjekke rendene til flaten,

S(u,0) = $1(u,0) + S5 (u,0) — S3(u,0) = (¢(0), H(u)) + go(u) — (¢(0), H(u)) = go(u),
S(u, 1) = S1(u, 1) +82(u, 1) = S3(u, 1) = (e(1), H(u)) +g1(u) — {e(1), H(u)) = g1(u),
S(0,v) = 81(0,v) +52(0,v) = $3(0,v) = co(v) + (H(v), g(0)) — (H(v), g(0)) = co(v),
S(1,v) =81(1,v) +82(1,v) = S3(1,v) = 1 (v) + (H(v), g(1)) — (H(v), g(1)) = c1(v),

som viser at rendene er som forventet. Den deriverte i den “ortogonale” retning pa de fire
kantene ma vere lik de fire vektorfunksjonene, dermed ma

Sy(,0) = ('(0), H(u)) +g2(u) — ((82(0), g2(1), a11, arz), H(u)) = g2(u),
som kreverat aj; =c5(0) og ajp=c5(0). Videreer

Sy(u, 1) = (/(1), H(u)) +g3(u) — ((83(0), 83(1), a21, a22), H(u)) = g3(u),
som krever at  ap; = c5(1) og ax =c5(1). Videreer

Su(0,v) = c2(v) + (H(v), g'(0)) — (H(v), (c2(0), c2(1), a1, az21)) = c2(v),
som krever at  aj; = g5(0) og ax; =g54(0). Videre er

Su(1,v) = c3(v) + (H(v), g'(1)) = (H(v), (€3(0), ¢3(1), a1z, az)) = c3(v),
som krever at aj; = gh(1) og axn = g5(1).
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Figur 9.13: Vi ser et nett av kurver, de rgde i u-retningen og de bla i v-retningen. Hver
rod kurve skjeerer alle bld kurver og omvendt. En Gordon-flate interpolerer alle disse
kurvene totalt (de ligger i flaten).

For at den endelige flaten skal oppfylle kravene til at de fire randkurvene og at de “orto-
gonale" deriverte til de fire rendene skal vare like de gitte randkurvene og vektorfunksjo-
nene, ma matrisen M vare,

c0(0) ¢1(0) ¢2(0) ¢3(0) 80(0) go(1) £p(0) gp(1)

M= | o) er(D) () es(1) [ _f £1(0) gi(1) £(0) &(1) (9.40)
cp(0) €1(0) (0) ¢5(0) 82(0) £2(1) £5(0) &5(1)
co(1) (1) (1) (1) 83(0) g3(1) &5(0) &5(1)

9.6.3 Gordon-flate

Gordon-flater ble utviklet pa slutten av 1960-tallet av W. Gordon, [79], som den gang
jobbet for General Motors forskningslaboratorier. Han kalte metoden for en “transfinitt
interpolasjon".

Metoden er 1 utgangspunktet lik metoden for “Coons patch" da det er en boolsk sum-
operasjon. Forskjellen er at hermiteinterpolasjon erstattes med en ordinr interpolasjon,
dvs. at basisfunksjonene her er lagrangepolynomer. Inndataene til en Gordon-flate kan i
utgangspunktet vere et regulert nett, dvs. en matrise av punkt. Vi lager sa kurver som
interpolerer alle punktene 1 sine respektive rader og kolonner. Dette kan gjgres med
Lagrang-polynomer, seksjon Vi har da et nett av kurver, ett sett med kurver c;(u)
i u-parameterretningen, og et annet sett med kurver g;(v) i v-parameterretningen som vi
kan se illustrert i figur Hver kurve i det forste settet c;(u) skjerer da alle kurvene i
det andre settet g ;(v) og omvendt.

Vi skal her bruke interpolasjon med Langrange-polynomene, formel (5.9) i seksjon [5.3]

(-1
j=0,j4i i = 1j)
med lagrangepolynomer er da L;(t) = (La0(t) La1(t) ... Laa(t)).

dvs. Lg;(t) = , fori=0,1,...,d, derd er polynomgraden. Hele settet
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Figur 9.14: Vi ser en Gordon-flate som interpolerer et nett av 4 x 4 kurver (i bldtt).

Inndata til en algoritme er et sett med d, + 1 kurver {gi(u)}f.l;o i u-retningen. De ma ha
et felles domene I, og det ma vere et sett med d,, + 1 parameterverdier u; € [, der det-
te settet med kurver skjerer det andre settet. Pa samme mate ma det vare et sett med
d, + 1-kurver {c,-(v)}?io i v-retningen med et felles domene I,,, og ogsa et sett med d,, + 1
parameterverdier v; € I, der dette andre settet med kurver skjerer det fgrste settet. Beg-
ge sett med kurver kan/bgr lages med interpolasjon av skjeringspunktene med bruk av
lagrangepolynomene. Oppsummert gir dette:

dy
i=0°

v' Fgrste sett med kurver g(u) = {gi(u)}
v' andre sett med kurver ¢(v) = {c j(v)};{“zo,
v der begrensningene er g;(u;) = c;(v;), for i=0,1,...,d, og j=0,1,...,d,,
v' og ved dpne kurver er [ug, ug,] = I, og [vo,va,] = 1.
Delformlene for Gordon-flater er

(u,v

S1(u,v) = (c(v), Ly, (u)) blending av kurver,
S>(u,v) = (Lg,(v), g(u)) blending av kurver med parameterbytte, (9.41)
) =

S3(u,v) = Ly, (v) M Ly, ()" tensorproduktflate,
hvor matrisen M er
co(up) co(ur) --- colug,) go(vo) g&1(vo) -+ &a,(v0)
Mo | ctlwo) o eeilua) | | gove) T T ga,(01)
ca,(uo) ca,(u1) -+ cq,(uq,) go(va,) g1(va,) -+ 84,(va,)

Til slutt er den totale formelen for Gordon-flater
S(u,v) =Sy (u,v) + S (u,v) — S3(u,v).

I figur 0.14] ser vi en Gordon-flate laget av 4 kurver i hver parameterretning. Algorit-
men startet med 16 punkt organisert i et nett. 4 og 4 kurver ble sa laget ved interpolering
med lagrangepolynomer, som sa ble brukt i flatekonstruksjonen. Parameterdomenet er
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Figur 9.15: Vi ser en “bronsefarget” torus og en approksimasjon av torusen i rgdt. Ap-
proksimasjonen er laget som 12 “Coons patch" bikubiske blendingsflater. Kantene er teg-
net i svart. Til venstre ser vi parameterplanet, som vise hvordan domenet til de 12 flatene
er plassert.

[0,3] x [0,3]. Polynomgraden er 3 i begge retninger. Flaten kan konverteres til en bézier-
tensorproduktflate, men da ma domenet endres til [0, 1] x [0, 1] med a bruke reparametri-
sering, som er omtalt i seksjon[d.1.2]

9.6.4 Et eksempel med Coons patch

“Coons Patch" bikubisk blending er en boolsk sum av tre flater, to flater laget ved a blende
kurver med a bruke hermiteinterpolasjon av kurver og vektorfunksjoner, og en hermite-
tensorproduktflate.

Vi skal her se pa et eksempel pa a approksimasjon av en torus med 12 “Coons patch”
bikubiske blendingsflater ved a bruke kurver pa flater (torusen). Til venstre i figur [9.15
vises parameterdomenet til en torus, Q = [0,27) x [0,27). Domenet er delt inn i 12 deler
som illustrert i figuren. Hver del er en rotert firkant. For a vise at alle deler er firkanter, er
deler av noen av dem tilsynelatende utenfor domenet, de er merket enten rgdt, blatt, grgnt
eller med bokstavene A, B eller C. Alle disse delene er ogsa merket inne i domenet med
tilsvarende farge eller bokstav.

I parameterdomenet Q C R? har vi 17 punkt, p;,i = 0,1,...,16 som alle er i hjgrnene
av rutene. Punktene er organisert regelmessig slik at avstanden mellom dem er %7: iu-
retningen og 7 i v-retningen. Det er totalt 24 kanter, linjer mellom to punkt, c;(f) =
(1 —1)p,+1ps og hvor 6/(t) = ps — pr, dvs. (5 5) for linjene som gér opp til hgyre,
og (—% %) for linjene som gér opp til venstre. Vi navngir torusen for 6(p),p = (u,v).

Kurvene (kantene) i R3 kaller vi
C,‘(l‘) =06o Gi(l‘),

og vi betegner derivertefunksjonene “ortogonale"” til kantene for

T v/
1) = 84 6.] ;) 07(1) = 56,0 03(1) & 3 0,0 5.
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vi far da fglgende flater ved a blending av kurvene og vektorfunksjonene

51(%") = H(u) ¢;(v) + Ha(u) c;j(v) +H3(u) gi(v) +Ha(u) g;(v),

Sa(u,v) = Hi(v) cr(u) +Ha(v) cs(u) +H3(v) gr(u) +Hy(u) g5(v).

For tensorproduktflaten trenger vi, i hvert hjgrne, posisjonen, de to partiellderiverte og
kryssderiverte. Vi lager sa vektorer i parameterplanet som samsvarer med kantene i de
sma roterte kvadratene vi ser til venstre i figur La oss kalle disse retningsvektore-
ne i parameterplanet for a = (¥ %) og b= (—% %). Dermed fér vi i hvert punkt p; -

posisjonen, de to partielle deriverte og kryssderiverte som fglger:
6(pi)
T T
6a(pi) = [6u OV]p,«a = 56,(pi) + 3 6u(pi),

3
T
Op(pi) = [6u 8], 0= = 0s(pi) = 5 8ulpi),

SES

2 2

T T
vi(pi) + _euu(pi)'

9ab(pl> = |:[9Ml/l Guv]pl.a [evu evv]pia b — Z 9

Na, for de fire hjgrnene av hver rute, legger vi disse verdiene inn i matrisen M i (9.40).

I figur ser vi, i midten, en “bronsefarget” torus laget fra formel og til hgyre
et sett med 12 rgde “Coons Patch" bikubiske blendingsflater som approksimerer torusen.
kurvene mellom flatene er ogsa plottet, i svart. Ved hjelp av testing finner vi at det stgrste
avviket fra torus er omtrent 0,0003, som er veldig lite siden rgr-radiusen er 1.
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Kapittel 10

Subdivisjonsflater

Subdivisjonsflater regnes egentlig ikke som parametriske flater selv om de er basert pa
B-splines, jamfgr subdivisjonskurver beskrevet i avsnitt[6.7] Parametriske flater har form-
ler/algoritmer for beregning av posisjon og flatenormaler for gitte parameterverdier. For a
plottes ma flaten “tesselleres". Den ma deles opp i et sett av koblede sma polygoner/tre-
kanter. Hjgrnene (verteks) i disse sma flatene er sampelpunkt, vanligvis laget ved a “evalu-
ere", dvs. beregne posisjon og normaler med utgangspunkt i parameterverdier i et regulaert
grid i parameterplanet. Men B-splineflater kan ogsa tesseleres med skjgtinsetting.

Subdivisjonsflater kan beskrives som uniforme heltallsskjgtverdier, skjgtinsetting og re-
parametrisering til uniforme implesitte heltallsskjgtverdier igjen. De ble fgrst beskrevet 1
1978 av Edwin Catmull og Jim Clark, Catmull-Clark subdivisjonsflater [19], og samtidig
av Daniel Doo og Malcom Sabin, Doo-Sabin subdivisjonsflate [S5]. Den fgrste er ba-
sert pa bi-kubiske uniforme B-splines og den andre pa bi-kvadratiske uniforme B-splines.
Pa grunn av fleksibiliteten, og dermed muligheten til a bruke trekanter, har Box-splines
senere blitt mye brukt som utgangspunkt for utvikling av nye skjemaer/algoritmer.

I det fglgende skal vi ikke utvikle/bevise subdivisjonsskjemaer, kun beskrive dem. Det
samme gjelder analyser av konvergens og kontinuitet. For a vare et gyldig skjema ma
det imidlertid konvergere mot en kontinuerlig flate av type B-splines, alternativt Box-
splines, og typisk flater som er C! eller C2-glatte. Vi skal i dette kapittelet bare se pa
lukkede flater, dvs. flater som er topologisk lik kule, torus eller “toruser" med flere hull.
Skjemaer for vilkarlig topologi er imidlertid modifikasjoner av splinebaserte skjemaer, og
derfor vil det vere hjgrner/vertekser som kalles ekstraordinaer Disse verteksene endrer
regelmessigheten til et nett. Samtidig er det disse punktene som gjgr subdivisjonsflater sa
anvendelige. Ulrich Reif beskrev oppf@rselen ner ekstraordinare vertekser 1 1995 1 [1335].
I disse punktene er kontinuiteten typisk en orden lavere enn i resten av flaten.

Figur viser 6 forskjellige subdivisjonsskjemaer med sjablonger. I figuren er de bla
kulene de orginale verteksene, og de rgde kulene er vertekser etter én subdivisjon. De rgde

IEkstraordinzre vertekser kan sammenlignes med “T-kryss/Stjernekryss", beskrevet i seksjon [12.6.2
Noen ganger kalles de uregelmessige/singulaere vertekser. Fra grafteori er graden til en verteks antall kanter
koblet til verteksen. En ekstraordinar verteks er en som har en grad som er forskjellig fra naboene.
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kulene er enten nye eller modifiserte gamle vertekser. Grgnne kuler er midlertidige punkt
som bare brukes i beregningene. Legg merke til skjemaet for Doo-Sabin og Catmull-
Clark. Doo-Sabin er laget av 2.-grads B-splineflater. Figur [6.12] viser skjgtinnsettingen
for 2.-grads B-splines. Her er ett kontrollpunkt erstattet med to. Vi ser det samme 1 Doo-
Sabin-skjemaet der ett punkt erstattes med fire (dvs. 2 x 2). Catmull-Clark er laget av
3.-grads B-splineflater. Figur[6.13|viser skjgtinnsettingen for 3.-grads B-splines. Her er to
kontrollpunkt erstattet med tre. Vi ser det samme i Catmull-Clark-skjemaet. Siden subdi-
visjon er basert pa uniforme B-splines kunne Jos Stam gi en metode for eksakt evaluering
for Catmull-Clark subdivisjonsflater for vilkarlige parameterverdier i [[152]].

Skjemaene kan klassifiseres pa flere mater. For eksempel kan de klassifiseres som pri-
mer eller dual, basert pa flate-deling eller verteks-splitting. Klassifiseringene basert pa
geometriske egenskaper er hovedsakelig:

v om de er hjgrnekutting (dvs. approksimative) eller interpoleringsskjemaer,
v omde er C!- eller Cz-glatte,
v/ om de i hovedsak er basert pa trekanter eller pa firkanter.

Legg merke til verteksene med grad forskjellig fra de fleste andre, ekstraordinare vert-
ekser som konvergerer mot et punkt der glattheten er 1 mindre. I motsetning til de andre
skjemaene finner vi dem ikke i for eksempel Doo-Sabin og Mid-Edge. Etter fgrste subdi-
visjon i Catmull-Clark er alle polygonene firkanter, og 1 Loop er alle polygonene trekanter.
Etter fgrste subdivisjon 1 Doo-Sabin og Mid-Edge er graden til verteksene alltid 4, og de
fleste polygon er firkanter, men de som ikke er det, vil forbli det de er etter alle senere
subdivisjoner, og vil konvergere mot et punkt som har 1 stgrrelsesorden lavere kontinuitet,
akkurat som ekstraordinare vertekser.

Utgangspunktet for en subdivisjonsalgoritme er et sett med punkt som er koblet sam-
men med et nett som dekker og definerer en underliggende flate. Dataene skal ordnes
slik at innsiden og utsiden kan bestemmes lokalt i hvert polygon. Det finnes ferdige data-
strukturer for programmering av subdivisjon, eksempelvis OpenMesh [14] (lastes ned fra
https://www.graphics.rwth-aachen.de/software/openmesh/), men det er ogsa mulig
a bruke en enkel selvlaget datastruktur. For eksempel tabell av tre typer objekt, en ver-
teks (punkt og flatenormal), en flate (“engelsk face" er et polygon, et ordnet sett med
verteksindekser organisert mot klokken sett fra utsiden) og en kant som kan veare to ver-
teksindekser pluss to flate-indekser. NB! Ved implementering er det viktig, og ogsa mulig,
4 lage alle algoritme slik at de er av ¢'(n). Hvis noen rutiner er av &'(nlogn) eller 0'(n?)
vil subdivisjonen ga sveart sakte nar antall vertekser vokser.

10.1 En samling av subdivisjonsskjema

Figur viser 6 subdivisjonsflater, alle laget fra samme boks i R? og vist som bl4 linjer
1 figuren. Ved firkantelementer er det 8 vertekser, 6 flater og 12 kanter, og for trekanter 8
vertekser, 12 flater og 18 kanter. Sjablonger av subdivisjonsskjemaer for disse flatene er
vist i figur [10.1] I det fglgende skal vi se nzermere pé disse skjemaene. Husk at skjemaer
alltid er affine kombinasjoner av punkt, dvs. bruk av vekter som summerer opp til 1.


https://www.graphics.rwth-aachen.de/software/openmesh/
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Figur 10.1: Sjablonger med 6 forskjellige subdivisjonsskjemaer for flater. @verst til
venstre Catmull-Clark, basert pa kubiske B-splines. Til hgyre Butterfly, et interpolasjons-
skjema basert pé trekanter. I midten Loop og \/3-Kobbelt, begge basert pd trekanter og
box-splines. Nederst Mid-Edge og Doo-Sabin, begge basert pd 2.-grads B-splines.
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10.1.1 Catmull-Clark

Dette er et firkant-basert skjema basert pa skjgtinnsetting i bi-kubiske uniforme B-spline-
flater, farst beskrevet i [19]. For vilkarlige startnett genererer dette skjemaet flater som
konvergerer mot C2-kontinuitet overalt bortsett fra i ekstraordinare vertekser hvor de er
C'. En flate vises gverst i figur @verst til venstre i figur ser vi en sjablong av
skjemaet. De bla kulene er de gamle verteksene og de rgde er de nye som er generert
rundt en gammel verteks v;. Det er 3 typer “nye" vertekser, kant-vertekser, flate-vertekser
og korrigering av gamle vertekser. Skjemaet er som fglger; for hvert subdivisjonstrinn og
for alle flater, kanter og vertekser, lager vi fglgende nye vertekser (punkt):

Flate-punkt er et punkt i midten av en flate: f; = %Z ;jVj» der m er antall vertekser som
definerer flaten. Etter den f@rste subdivisjonen er alltid m = 4.

Kant-punkt er et punkt midt pa en kant: ¢; = %(va +vp+ fn+ f,), der v, og v, er de
gamle verteksene som definerer gjeldende kant, og f, og f), er de nye flate-punktene
i de to naboflatene som deler gjeldende kant.

Verteks-punkt er oppdatering av en gammel verteks: v, = % (F+2E+(n—3)v;),dern
er graden til verteksen, F = %Z ; [j - er gjennomsnittet av alle tilkoblede flate-punkt
og E = %Z jej - er gjennomsnittet av alle tilkoblede kant-punkt.

Nar alle nye vertekser er laget, angir vi at indeksen i verteksen til det fgrste flate-punktet
er my og det forste kant-punktet til m,. Da er det en enkel overgang mellom indeksen til
en flate og et flate-punkt, og mellom indeksen til en kant og et kant-punkt. Na kan vi lage
en ny tabell av flater.

v" For hver gammel flate F; (som har n vertekser fgrste gang og 4 senere),
hvor F; = {vi,v2,...,v,}, flate-punktene er: f; = my+1i,
og kant-punktene er {€,&,...,&} ={e1 +m,, e2+me, ..., en+me},
vi lager sa n nye flater som erstatter F;, dvs.
Fy={fi.&,v1,&1}, Fo = {fi,€1,v2,&}, .., Fin = {fi,€1-1,Vn, € }-

I algoritmen ovenfor bruker vi indeksene til kantene til en flate, {e1, e2, ..., e,}. De
kan lagres i enten en egen tabell eller i hver flate, dvs. en flate er et sett med indekser
for vertekser og et tilsvarende sett med indekser for kanter. Hvis det fortsatt er subdivi-
sjonstrinn som skal utfgres, ma en tabell av kanter opprettes, og indeksene til kantene i
flatene ma settes. Som et hjelpeverktgy lager vi en matrise ¥ med stgrrelse lik den nye
Verteks-tabellen, og hvor hvert element er en liste med indekspar til en verteks og en kant.

v For hver ny flate F; = {vy,v2,v3,v4} (som alltid har 4 vertekser),
vi lager 4 kanter: | = {V4,V],i}, E, = {V],Vz,i}, E; = {Vz,V3,i}, E4 = {V3,V4,i}.
SaforhverE;, j=1,2,3,4
Hvis ‘PIE,- o] ikke inneholder j[1], kanten er ikke allerede laget, da ma:
W, ()-insert {I;[0], s}, hvor s er stgrrelsen pa kant-vektoren E, og
E.push_back(It;) (vi legger den nye kanten i slutten av kant-vektoren).
Hvis kanten allerede er laget, far vi kantindeksen fra ‘PEj o] 0g oppdaterer
deretter F;, og vi oppdaterer kanten med indeks i til den nye flatens.
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Legg merke til at hvis inngangsflatene har riktig orientering, sa er orienteringen riktig
ogsa etter en subdivisjon.

Etter a ha gjort ferdig subdivisjonen trenger vi flatenormalene i hver verteks. Siden ori-
enteringen er lagret i flatene, bruker vi den til 4 lage flatenormalene. Verteksene/kantene
til en flate er organisert mot klokken sett utenfra. Det finnes flere artikler om a bereg-
ne flatenormaler, for eksempel [73]]. Men her skal vi bruke en enkel teknikk basert pa
summen av normalene til de tilstgtende trekantede delene av flatene til en verteks. Disse
normalene konvergerer mot de korrekte flatenormalene. Vi bruker samme teknikk som
for kantene, dvs. vi bruker et hjelpeverktgy, vi lager en tabell ¥ med stgrrelse lik den nye
Verteks-tabellen, og hvor hvert element er en liste over indekser til flater. For a lage denne
matrisen ¥ gar vi gjennom alle flater, og for hver flate setter vi inn flateindeksen i ¥;, der
i er indeksene til alle verteksene til flaten. Neste trinn er a ga gjennom hvert element i 'V,
dvs

v For hvert element av ¥, som er ;.
For hver flate av ¥;, i listen over indekser til verteksene,
finn indeksen (f)gr og (e)tter indeks i,
beregn n =n+ (ve —v;) A (vg —v;), (husk at A er vektorproduktet)

oppdater v; med dens enhetsnormal ‘Z—‘

Flaten a) 1 figur er en Catmull-Clark-subdivisjonsflate laget fra en kube (plottet i
blatt). 5 subdivisjonstrinn er brukt, og vi fikk fglgende antall elementer,

Subdivisjonstrinn | 0 | 1 2 3 4 5 | formel
Antallet vertekser | 8 | 26 | 98 | 386 | 1538 | 6146 | v+k+f
Antallet kanter 12 1 48 | 192 | 768 | 3072 | 12288 | 2v+ f
Antallet flater 6|24 | 96 |384 | 1536 | 6144 | 4f

10.1.2 Doo-Sabin og Mid-Edge

Doo-Sabin-subdivisjonsskjema er ogsa basert pa firkanter. Skjemaet ble lansert i [S5], og
er egentlig Chaikins hjgrnekuttingsmetode videreutviklet fra kurver til flater, se seksjon
Den er basert pi bi-kvadratiske uniforme B-splineflater og konvergerer mot en C'-
glatte flate med et start-nett med vilkarlig topologi ﬂ Etter én subdivisjon har alle vertekser
grad 4.

En sjablong av Doo-Sabin-skjemaet vises nederst til venstre i figur [I0.1] Der ser vi at
flate- og kant-punktene som skal lages kun er hjelpepunkt og ikke nye vertekser. De nye
verteksene er de 4 punktene som erstatter hver av de gamle verteksene. Dernest, for hvert
subdivisjonstrinn og for alle flater og kanter, lager vi fglgende to tabeller med hjelpepunkt:

flate-punkt er et punkt i midten av en flate: f; = %Z jVj» der m er antall vertekser som
definerer flaten. For de fleste flatene er m = 4.

kant-punkt er et punkt i midten av en kant: ¢; = % (va+vp), der v, 0g v, er de gamle
verteksene som definerer gjeldende kant.

2Et hjelpepunkt kan forbedre formen til Doo-Sabin-subdivisjon, se [22]].
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Figur 10.2: Catmull-Clark er vist i a), Doo-Sabin i b), Mid-Edge i c), Loop i d), \/3-
Kobbelt i e) og interpolasjonsskjemaet Butterfly er vist i f) og g). Vi ser at Doo-Sabin og
Mid-Edge konvergerer mot samme flate, og det gjor ogsd Loop og \/3-Kobbelt.
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Videre kan vi enten bruke hjelpetabeller eller en utvidet datastruktur for a koble flater og
kanter til hver verteks. Neste trinn er a lage en ny tabell med vertekser som erstatter de
gamle.

v" For hver gammel verteks v;, (som har n flater og kanter fgrste gang, 4 senere)
For hver flate F; koblet til verteks v; lager vi nye vertekser v j;,
hvor f; er flate-punktene, ¢, og ¢, er de tilkoblede kant-punktene,
vji= g (vit+fiteatep).
Til slutt lager vi en flate basert pa de n-verteksene vi na har laget.
Etter dette lager vi en flate inni hver gammel flate og vi lager en flate rundt hver gammel

kant. Kantene, koblingen til flatene og flatenormalene kan lages pa samme mate som i
Catmull-Clark-skjemaet.

Flaten b) i figur er en Doo-Sabin-subdivisjonsflate laget fra en kube som er plottet i
blatt. Der er brukt 5 step, og vi fikk fglgende antall elementer,

Subdivisjonstrinn | 0 | 1 2 3 4 5 | formel
Antallet vertekser | 8 | 24 | 96 | 384 | 1536 | 6144 | 4v
Antallet kanter 12 | 48 | 192 | 768 | 3072 | 12288 | 8v
Antallet flater 6 26| 98 |386| 1538 | 6146 | v+k+f

Merk at formelen ikke er riktig for det fgrste trinnet pa grunn av verteksgraden.

Mid-Edge subdivisjonsskjema ble foreslatt uavhengig av Jorg Peters og Ulrich Reif
[130] og Ayman Habib og Joe Warren [85]]. Fgrstnevnte brukte midtpunktet pa hver kant
for a bygge hvert nytt nett. Sistnevnte brukte en fireretnings-boksspline for a bygge skje-
maet. Dette skjemaet genererer samme overflate som Doo-Sabin, men konvergerer merk-
bart langsommere, faktisk 2 til 1 som vi kan se 1 tabellene.

Skjemaet er ganske enkelt, vi erstatter de gamle verteksene med nye. De nye er midt-
punktet pa hver gamle kant. Etter a ha laget de nye verteksene lager vi flatene inne i hver
gammel flate og rundt hver gammel verteks. Kanter og flatenormaler lages pa samme
mate som for Doo-Sabin skjema.

Flaten c¢) i figur er en Mid-Edge-subdivisjonsflate laget fra en kube. 8 trinn er brukt,
og vi fikk fglgende antall elementer,

Subdivisjonstrinn | 0| 1| 2| 3 4 5 6 7 8 | formel
Antallet vertekser | 8 | 12 | 24 | 48 | 96 | 192 | 384 | 768 | 1536 | k
Antallet kanter 12 {24 |48 | 96 | 192 | 384 | 768 | 1536 | 3072 | 2k
Antallet flater 6|14 26|50 | 98 194 | 386 | 770 | 1538 | v+ f

10.1.3 Loop og /3

Loop-subdivisjonsskjema, basert pa trekanter, ble introdusert i 1987 av Charles Loop,
[114] og [115]. Han foreslo et subdivisjonsskjema basert pa en fjerdegrads boks-spline
med seks retninger som gir et skjema som konvergerer mot en C>-kontinuerlig flater over-
alt bortsett fra i ekstraordinzre vertekser som er C'. En sjablong av skjemaet er vist til
venstre midt i figur [I0.1] og en flate generert fra en “boks" er vist i figur [I0.2] merket
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med d). “Boksen" er vist som et sett trekanter tegnet med bla linjer i figuren. Mangelen
pa symmetri som vi ser i plottet skyldes trianguleringen av kuben. Normalt skal graden
veere 6 for de fleste verteksene, men i eksempelet i figur [I0.1] har halvparten av de inn-
ledende verteksene grad 4 og resten har grad 5, og de vil alle beholde graden etter alle
subdivisjonene. Imidlertid vil alle nye vertekser ha grad 6.

Loop-skjemaet er enkelt. Det er a dele hver kant i to og dermed alle trekanter i 4. T hvert
forfiningstrinn ma vi sgrge for at kantene og flatene er koblet, sd ma vi for alle kanter og
vertekser oppdatere de gamle verteksene og lage nye vertekser pa fglgende mate:

Verteks-punkt er en oppdatering av posisjonen til en gammel verteks: v; = (1 — o) vi+
% Y.jep vj> der ner graden til verteksen som skal oppdateres, 3 er settet med indek-
ser til naboverteksene, og o, er en grads-verdi beskrevet i (I0.I)). Eksempelet fra

figur er: voo=(1—ag) vo+ %Z?:l vj~0,635vy+0,0625 Zg?zl V.

Kant-punkt er en verteks i midten av en kant: ¢; = § (3va+3v,+ v/ +vg), der v, og
v, er gamle vertekser som definerer gjeldende kant, og vs og ve er de manglende
verteksene fra de to sammenkoblede flatene/trekantene. Et eksempel fra figur
er e3 = % (3vo+3v3+vo +v4).

Alle verteksene er na oppdatert eller laget. Vi kaller indeksen i verteksene til det forste
Edge-punktet for m,. Na er det en enkelt sammenheng mellom indeksen til en kant og et
kant-punkt. Vi kan na oppdatere og lage nye flater/trekanter:

v" For hver gammel flate/trekant F; (som har 3 vertekser),
hvor F; = {v,v2,v3} og
kant-punktene er {€1, &, &} = {e] +m,, ex +me, e3+m,},
oppdaterer vi de gamle flatene F;, og lager 3 nye flater Fjp, Fi3, Fjq, dvs.
Fi={vi,e,&}, Fp={&1,n,&}, Fi3 = {&, &, &} og Fu={&,v3;,&}.

Kanter og flatenormaler kan na lages pa samme mate som i Catmull-Clark-skjemaet.
Vektingsverdiene , for Loop-subdivisjon som brukes til & oppdatere gamle vertekser er

5 (3.1 om\?

Beregnede verdier for gradstallene 4, 5, 6, 7 og 8 kan sees i Tabell[T0.1]

Objekt d) in Figur er en Loop-subdivisjonsflate laget av en triangulert kube som er
plottet i blatt. 5 subdivisjonstrinn er brukt, noe som ga fglgende antall elementer,

Subdivisjonstrinn | 0 | 1 2 3 4 5 | formel
Antallet vertekser | 8 | 26 | 98 | 386 | 1538 | 6146 | v+k
Antallet kanter 18 | 72 | 288 | 1152 | 4608 | 18432 | 2k+3f
Antallet flater 12 | 48 | 192 | 768 | 3072 | 12288 | 4f

Hvis vi sammenligner tabellen med Catmull-Clark-tabellen pa side [201] ser vi at antall
vertekser er det samme, antallet flater er dobbelt sa stort (en firkant er to trekanter), og
antall kanter for Loop er lik antall kanter pluss antall flater i Catmull-Clark.
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Grad: n—= 4 5 6 7 8
Loop: o, = | 0.4844 | 0.4205 | 0.375 | 0.3432 | 0.3205
v/3-Kobbelt: o, = | 0.4444 | 0.3758 | 0.3333 | 0.3059 | 0.2873

Tabell 10.1: Vektingsverdiene a4, o5, Og, 0, 0g Og.

v/3-Kobbelt skjema er ogsé basert pa trekanter - Det ble utviklet av Leif Kobbelt [99],
og det handterer vilkarlige trekantbaserte net, det er C> kontinuerlig overalt bortsett fra
ved ekstraordinzre vertekser der det er C' kontinuerlig, og det tilbyr en naturlig tilpasset
forfining nar det er ngdvendig. Samtidig er det et “dualt” skjema for et trekant-net som
konvergerer tregere enn Loop, men det konvergerer mot samme flate.

Et v/3-Kobbelt-skjema er & lage nye vertekser i midten av hver flate/trekant, oppdatere
gamle vertekser og dele de gamle trekantene 1 3 og rotere alle gamle kanter. Se sjablongen
til hgyre i midten av figur Dermed far vi

Verteks-punkt er en oppdatering av posisjonen til en gammel verteks: v; = (1 — o) v; +
%Z jepVj» hvor n er graden til verteksen som skal oppdateres, B er settet med
indekser til naboverteksene, og o, er en gradsverdi i (10.2). Exampelet fra figur

er: voo = (1 —ag) vo+ %Z?:l"j-

Flate-punkt er et punkt midt i en flate: f; = %(va +vp+ve), hvor vy, vyb og v, er de
gamle verteksene som definerer gjeldende flate/trekant. Et eksempel fra figur [10.1
er f3= % (vo+v3+va).

Alle verteksene er na oppdatert eller laget. Vi kaller indeksen i vertekstabellen til det
forste flate-punktet for my. Det et na en enkelt sammenheng mellom indeksen til en flate
og et flate-punkt. N4 kan vi oppdatere og lager nye flater/trekanter.

v" For hver gammel kant E;,
delt av to flater/trekanter med indeksene f, og f
og der indeksene til flate-punktene er ¢, = f, +ms og ¢p = fp +my
lager vi to nye flater F>; = {Ei[0], ¢, ¢} 0g Foir1 = {Ei[l], ¢p, @a}

Merk at det er viktig at de to flatene til en kant er organisert slik at f, er pa hgyre side av
kanten sett fra utsiden av overflaten. Forgvrig kan kanter og flatenormaler lages pa samme
mate som i Catmull-Clark.

Vektingsverdiene a;, for v/3-Kobbelt-subdivisjon som brukes til & oppdatere gamle vert-
ekser er

4 —2cos &
o= ——n (10.2)
9
og beregnede verdier for noen gradstall kan sees i Tabell [[0.1]

Objekt e) i figur er en v/3-Kobbelt subdivisjonsflate laget av en triangulert kube som
er plottet i blatt. 6 trinn er brukt, og vi fikk felgende antall elementer,
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Subdivisjonstrinn | 0 | 1 2 3 4 5 6 | formel
Antallet vertekser | 8 | 20 | 56 | 164 | 488 | 1460 | 4376 | v+ f
Antallet kanter 18 | 54 | 162 | 486 | 1458 | 4374 | 13122 | e+ 3f
Antallet flater 12 |36 | 108 | 324 | 972 | 2916 | 8748 | 2e

10.1.4 Butterfly

Catmull-Rom subdivisjonsspline, diskutert i seksjon[6.7.1] og generalisert til “Et 4-punkts
interpolatorisk subdivisjonsskjema" i [56], interpolerer alle punkt, bade startpunktene og
punkt generert av subdivisjonene.

I 1990 lanserte Nira Dyn o.a. et subdivisjonsskjema for flater basert pa trekanter [59].
Skjemaet er en utvidelse av med at en spenningsparameter @ ble introdusert. I en
vanlig Catmull-Rom subdivisjonsspline er @ = %. Hvis vi bruker indeksene til vertek-
sene fra sjablongen gverst til hgyre i figur startet Dyn o.a. med eg = u (v] +v;) +
v(v3+v4) — @ (vs+ve+v7 4 vg) og viste at for & vaere C° sd mi 2u +2v —4® = 1 og
hvis u = % s& har vi C!-continuitet, og det fglger ogsi at v = 2.

Skjemaet kalles Butterfly (sommerfugl) pa grunn av formen. Den er basert pa trekanter
og graden er derfor vanligvis 6, med den fungerer ogsa med grad 5, 7 og 8. I eksemplet
vi skal se pa er graden innledningsvis 4 i noen av verteksene. Vi har da satt vg og vg til a
vare samme punkt. Skjemaet er da som fglger. For hvert forfiningstrinn og for alle flater,
kanter og vertekser, lager vi fglgende nye vertekser (punkt),

Verteks-punkt er settet av de gamle verteksene og de vil forbli uendret.

Kant-punkt er et punkt i midten av en kant. Vi bruker indeksene fra sjablongen gverst
til hgyre i ﬁgur ey = % (vi+wm)+20(v3+vs) — 0 (vs +ve+v7+v3).

Spenningsparameteren @ bgr ikke vere langt fra %, og det er ogsa mulig a ha forskjellig
verdi pa hver enkelt verteks. Alle vertekser er na oppdatert eller klare for gjenbruk. Vi
angir at indeksen i toppunktet til det fgrste Kant-punkt er m,. Da er det et enkelt overgang
mellom indeksen til en kant og et kant-punkt. For a oppdatere og lage nye flater/trekanter,
kanter og til slutt normaler bruker vi samme prosedyre som for Loop.

Objekt f) i figur er laget ved hjelp av Butterfly-skjemaet. Den er laget av den triangu-
lerte kuben som er sees i blatt i g) i figur 6 trinn er brukt, og vi fikk felgende antall
elementer,

Subdivisjonstrinn | 0 | 1 2 3 4 5 6 | formel
Antallet vertekser | 8 | 26 | 98 | 386 | 1538 | 6146 | 24578 | v+k
Antallet kanter 18 | 72 | 288 | 1152 | 4608 | 18432 | 73728 | 2k+3f
Antallet flater 12 | 48 | 192 | 768 | 3072 | 12288 | 49152 | 4f

Butterfly-skjemaet er et 8-punkts interpolasjonsskjema, som vi kan observere 1 Butterfly-
sjablongen i figur[10.1} Det finnes en utvidelse, et 10-punktsskjema ogsa kalt “modifisert
Butterfly", beskrevet i [169]. Her har vertekser med grad forskjellig fra 6 et modifisert
skjema som bare bruker den ekstraordinare verteksen. Dette skjemaet er illustrert pa hgy-
re side i figur [I0.3] Til venstre i figuren ser vi det ordiner 10 punktskjemaet som krever
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Figur 10.3: Modifisert Butterfly-skjema. Til venstre ser vi en sjablong av et ordincert 10-
punktsskjema, der begge verteksene til en kant har grad 6. Til hpyre er en sjablong av et
skjema der en verteks v har grad forskjellig fra 6.

at begge verteksene til kanten som behandles har grad 6.
Modifiserte Butterfly endrer litt maten a lage ny kant pa, noe som gir,

Kant-punkt , hvor begge verteksene har grad 6:
Indeksnavn er hentet fra sjablongen til venstre i figuren[10.3}
eo=a(vo+vi)+b(va+v3)+c(va+vs+ve+vy)+d(vo+vg)
hvoraz%—w, b= %+2w, CI—%—W og d=w.

Kant-punkt , hvor en verteks har grad # 6:
Indeksnavn er hentet fra sjablongen til hgyre i figuren[10.3}
Hvis gradenern =3, ¢) = %v—f— %vo — ﬁvl — %vz.
Hvis gradenern =4, ¢y = %v—f— %vo —|—Dx<— évz +Dx§.

n—11(1 27j 1 anj\ .
j:05<z—|—cosT§+cos Vj.

n

Hvis gradenern > 4, e) = %v+2

Kant-punkt , hvor begge verteksene har grad # 6:

Bruk formelen ovenfor for bade v og vg, og bruk snittet, dvs ¢) = M.

Merk at w brukt for grad 6 ikke er det samme som den forrige @ brukt i vanlig But-
terfly. Hvis w = O far vi faktisk et vanlig 8-punkts Butterfly-skjema med @ = %6. Merk

ogsa at siden ):;f;é rll <% +cos Z—ZJ% +cos ‘%) = 4—11 vil vektene i alle deler av et Modifisert

Butterfly-skjema summere opp til 1.

I figur [I0.4] er det til venstre en flate laget av et vanlig Butterfly-skjema og til hgyre en
flate laget av modifisert Butterfly. De startet begge fra en kube med 8 hjgrnepunkt pluss ett
punkt 1 midten av hver av de 6 sidene til kuben, totalt 14 punkt som definerer 24 trekanter.
I figuren ser vi litt av de innledende trekantene i blatt. Som vi kan se har verteksene
i midten av sidene grad 4. Som vi kan observere til venstre handterer ikke det vanlige
Butterfly-skjemaet ngdvendigvis grad 4 pa en glatt mate.
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Figur 10.4: Til venstre ser vi en flate fra vanlig Butterfly og til hgyre ser vi en fra modifi-
sert Butterfly. Utgangspunktet for begge er 8 punkt som danner en terning pluss ett punkt
i midten av hver av de 6 sidene i terningen, det vil si totalt 14 punkt

10.1.5 Kvadratisk interpolerende - Kobbelt

Som vi har sett for kurver, interpolerer “4-punkts interpolatorisk subdivisjonsskjema",
(6.29), alle punkt, bade startpunkt og punkt generert av alle subdivisjonstrinn. Hvis vi
utvider dette til to retninger, som i B-spline-tensorprodukt, far vi et kvadratisk inter-
polasjonsskjema. Dette ble gjort og testet av Leif Kobbelt i [98], og han introduserte
ogsa en mulig lgsning for ekstraordinare vertekser.

I seksjon[9.5.3]viste vi at en Tensor-produktflate bare er en flate fra blending av kurver. Det
folger at et skjema for interpolering da ganske enkelt er et kurveskjema i to retninger. Hvis
vi har vanlige vertekser, lager vi kun kant-punkt for alle kanter ved a bruke kurveskjemaet
(6.29). For flate-punkt er det ogsd enkelt, vi kan lage dem fra de 4 x 4 verteksene som
omgir flaten ved a bruke et tensorprodukt (ytre produkt) av kurveskjemaet. Men siden vi
allerede har laget kantpunktene, og pa grunn av symmetrien til tensorproduktet, kan vi i
stedet kun bruke kurveskjemaet pa disse nye kantpunktene, og resultatet blir det samme
uansett hvilken retning vi velger.

Derfor er skjemaet a lage en ny verteks i “midten" av hver kant, og en ny verteks i “midt-
en" av hver flate. For vanlige vertekser, med grad 4, far vi

Kant-punkt er et punkt i “midten" av en kant. Hvis begge verteksene til en kant er re-
gelmessige, bruker vi skjemaet (10.3), der p; og piy1 er verteksene som definerer
kanten og der p;_1 og p;+» er de neste verteksene i forlengelsen av kanten.

Flate-punkt er et punkt i “midten" av en flate. Hvis alle verteksene i en flate er regel-
messige, bruker vi skjemaet (10.3)), der p; og p;+1 er nye kant-punkt pé to motsatte
kanter av flaten, og p; | og p;.» er de nye kant-punktene pa motsatte kanter av de
motsatte flatene av de to fgrste kantene.

For a forenkle implementeringen av kant- og flate-punkt ner ekstraordinzre vertekser, er
det nyttig & beholde symmetrien til flate-punktene. Derfor, for a beregne et kant-punkt nar
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Figur 10.5: En illustrasjon av hvordan du genererer et flate-punkt f nar graden til

verteks D er 3 (figuren til venstre) og 5 (figuren til hpyre). £3,84,€1,8608 £1,82,€2,85
er kant-punkt, €1,¢e),e3 og €4, €5 er kant-punktene neermest ).

en eller begge verteksene pa kanten er ekstraordinere, kan virtuelle vertekser introduse-
res. Skjemaet i (6.29) kan na omformuleres til

~ 1
pi = W(pi+pirt) = @O(pi-1 +piva), hvor p=-+0 (10.3)

Fgrst ser vi pa grad 3, illustrert pa venstre side i figur m Vi beregner flate-punktet f
fra 23,84, €1, g6 og setter dette lik f beregnet fra g1, 22,¢2, 85, dvs.

w’c; —opd, —opa +ow’d; w’c; —opd —-opa +03ds

—oud, +ulhy Autbhy, —ouh | )-oud, +uthy  +ulby —ou hs
+U e B +U e

+w’ds —ophy —oubs +w’hy +w’ds —ophy —ouby +0h;

En oppsummering og omorganisering av dette gir

2
Q)]
el—62:w(az—al)-l-,u(bl—b2)+7(h3—h2). (10.4)

Vi gjor na det samme for grad 5, dvs. hgyre side av figur|10.5} og far

w’ci —oud —oua +03ds w’c; —opd —-opa +o*do
—oud, +uthy by —ouh | J-oud, +u’hy  +u’by —wou hs
+U e B +U e ’
+w3dig —ouhs —oubs +w?hy +w’dy; —ouhy —oubs +0*h
o2
e|—ey = (1)(612 — al) +,u(b1 - bz) + 60([)5 — b3) + 7(/13 — h4). (10.5)

Merk at ett kant-punkt brukes til a lage flate-punkt i to tilstgtende flater. Det fglger at i
alle flater knyttet til et ekstraordinart vertekser, er det en last vektor mellom de to kant-
punktene pa de tilstgtende kantene. Dette betyr at for alle ekstraordinare vertekser med
grad n, ligger de n@rmeste kant-punktene i hjgrnene av en n-kantet polygon. For n = 3 er
dette en trekant og for n =5 er det en femkant, som begge kan se i figur[10.5]
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Figur 10.6: En interpolerende Kvadratisk-subdivisjonsflate. Til hpyre vises orginalpunk-
tene og firkantene i blatt. Det er 8 utvendige hjgrner med grad 3 og 8 innvendige hjgrner
med grad 5. De resterende 16 punktene er vanlige vertekser med grad 4.

Formen og orienteringen til polygonet er gitt. Plasseringen av polygonet er imidlertid en
frihet vi kan bruke, men under begrensningen at tyngdepunktet til kant-punktene ma kon-
vergere glatt mot den ekstraordinare verteksen. En mate a gjgre dette pa er a sammenligne
med vanlige vertekser. Tyngdepunktet X for en vanlige verteks n = 4 er

X=-Ye=pp+t_(3)bi-0) a (10.6)
i3 n\=i=1 i=1

Fordi vi, for ekstraordinare vertekser, kan beregne avstandsvektoren mellom hvert par av
kant-punkt, for eksempel (10.4) og (10.5)), kan vi beregne tyngdepunktet bare avhengig
av ett av kant-punktene,

1 n 111—1
X:;Z@:eﬁﬁz(’i—i)(em —ei) (10.7)
i=1 i=1

Vi setter sa (10.6) lik (10.7) og omorganiserer det. Resultatet er en generell formel for a
beregne kantpunkt koblet til en ekstraordinar verteks:

1 12 n n—1 '
elzup+;<52bi—a)2ai+ Z(n—l)(ei—ei+1)>. (10.8)
i=1 i=1 i=1
Til slutt omformulerer vi dette til

el=—0a+ubi+up—ov, (10.9)

der v er en virtuell verteks som kan uttrykkes ved & kombinere (10.8]) med enten (10.4)
hvis n =3 eller (10.5) hvis n =5, eller et relatert uttrykk hvis n > 5. Merk at hvis b ogsa
er en ekstraordinar verteks, erstatter vi a; med en annen virtuell verteks.
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Hvis n = 3 erstatter vi vektorene ¢; — e i (10.8) med (10.4), og e» —e3 med en rotert
(10.4), og far den virtuelle verteksen

vty @ -ty (10.10)
357w ’ 3&E) '

Hvis n = 5 erstatter vi vektorene ¢| — e> med (10.5)), og €2 — €3, €3 — ¢4 0g €4 — ¢5s med en
1 gang, 2 ganger og 3 ganger rotert (10.5]), og far den virtuelle verteksen

v=bytbs— |1y b+ -ty (10.11)
— 03 4 Sl':1 i 1 3 5i:1 i . .

I figur vises et eksempel pa en interpolatorisk subdivisjonsflate basert pa kvadrater.
Algoritmen bruker formel (10.3), (10.9), (I0.10) og (I0.I1). Venstre side av figur[10.6] vi-
ser startpunktene og firkantene i blatt. Det er 8 ytre hjgrner med grad 3 og 8 indre hjgrner
med grad 5. De resterende 16 punktene er vanlige vertekser med grad 4. Fire forfinings-
trinn ble kjgrt. Fra de fgrste 32 punktene, 64 kantene og 32 flatene genererte dette 8192
vertekser, og programmet brukte 95 millisekunder pa beregningen. Totalt, inkludert ge-
nerering av normaler og trekanter for grafikken, brukte programmet 161 millisekunder.
Programmet ble kjgrt pa Intel Core i9-9900 CPU, 3,6 GHz og er laget av enkle, men
O (n)-algoritmer og uten optimalisering, faktisk i debug-modus.
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Kapittel 11

To-flateblending

I boolske sum-flater blendes tre flater sammen til en flate. Vi skal na se pa en metode hvor
vi kun bruker de to fgrste flatene, de som er laget ved a blende kurver

Fra uttrykket (9.39)), Coons patch - bikubisk blending, har vi de to forste flatene S; (u,v)
og S>(u,v), begge laget av blending kurver. Disse to flatene er definert p4 et felles domene
U = [0,1] x [0, 1]. Differanseflaten mellom disse to er

S(u,v) = S (u,v) — S (u,v). (11.1)

Vi kan na prgve lage en blendingsflate med B-funkjosn pa vanlig mate

S(u,v) = 81 (u,v) +B(u,v) S(u,v), (11.2)
hvor B(u,v) er en blendingsfunksjon i to variabler (2-p). Vi vet at i kapittel [7, definisjon
er B-funksjoner i én variabel (1-p) definert. I det fglgende skal vi se pa hvordan vi kan
konstruere en 2-p B-funksjon, B(u,v), med lignende egenskaper som en 1-p B-funksjon,
dvs. at den intern ma vare minst C?-glatt der d er ordenen til en 1-p B-funksjon som
brukes til & bygge B(u,v), og at alle deriverte opp til ordenen d er null ved rendene til
domenet.

11.1 2-p B-funksjon

For & konstruere en 2-p B-funksjon B(u,v) av orden > 1, jfr. definisjon starter vi med
en funksjon som er en sammensatt invers og symetrisk B-funksjon (se definisjon|/.1)

1 - 1

— 5B(2u) hvis u < 5

2 ) >~ 75,

g(u) = (11.3)
{ — 3B(2—2u), ellers,

med glatthet som samsvar med ordenen til B-funksjonen, og som er symmetrisk om u = %

Det fglger videre at

¢ (u) = —B'(2u), hvis u< % &) = —2 B"(2u), hvis u < %,
B'(2—2u), ellers —2 B"(2—2u), ellers.
(11.4)

213
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Vi lager sa to hjelpefunksjonene til

a(u) =2u(l —u), hvor a':2(1—2u), og d'=—4, (11.5)
og
aLu), hvis v < a(u)
t(u,v) = ﬁ, hvis v>1—a(u) (11.6)
1 ellers

Vi ser at t(u, v) er kontinuerlig. Det fglger at

—vd

gl hvis v <a é, hvis v<a
=g 20 hyis vy 1-a s =9 = hvis v>1-a
0 ellers 0, ellers
/N2 1" /
w, hvis v<a —5, hvis v<a
= { (1=v) 2<aa3’>2—a”a>’ hvis v>1-a W=\ % hvis v>1-a
0, ellers 0, ellers
(11.7)
og t,, =0.
Til slutt kan vi konstruere en blendingsfunksjon,
B(u,v) = g(u) Bot(u,v), (11.8)
hvor de partiellderiverte er
B.,=g B+gBt,
B,=gB't,
Bu=g"B+2¢ B t,+g (B" t2+ B t,,), (11.9)
Bi=g B ty+g (B tuty+B tw),

B, =gB"t.

Et problem med blendingsfunksjonen B(u,v) er at den ikke oppfgrer seg symmetrisk i den

forstand at
B(u,v) +B(v,u) =1 (11.10)

Man kan forvente at en blendingsfunksjon skal oppfgre seg pa samme mate i de to para-
meterretningene. For a endre en blendingsfunksjon til a oppfgre seg slik, kan vi definere,

B(u,v) = %(1+1§(u,v)—é(v,u)). (11.11)

Et plott av blendingsfunksjonene B(u,v)) som en flate kan sees i figur [I1.1] For & fa et
bedre inntrykk av funksjonen vises den fra to sider. Hvis flaten snus opp ned og roteres
90°, vil det veere den samme flaten.

I tillegg til a vaere symmetrisk i henhold til beskrevet ovenfor er B(u,v) designet til a ha
noen spesielle egenskaper, som for en gitt d, & vere internt C¢-glatt og at alle deriverte opp
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Figur 11.1: Vi ser blendingsfunksjonen B(u,v) definert i uttrykk (11.11)) fra to forskjellige
posisjoner. Den er fremstilt som en overflate. Det ser ut som at de deriverte langs kantene
er null og at det er en slags diskontinuitet i de 4 hjprnene.

til orden d er null ved randa til domenet. Merk at B og B vil ha de samme egenskapene,
sa alle forslag som gjelder for B vil ogsa gjelde for B, si vi kaller den derfor bare B. En
oppsummering av egenskapene til B(u,v) er:

at verdien er O “internt" pa to motsatte kanter (med konstant v-verdi),

at verdien er 1 over hele de to andre kantene (med konstant u-verdi),

den er symetrisk, dvs. B(u,v) + B(v,u) =1,

den er “internt" C?¢ -glatt,

at alle deriverte opp til orden d er O pa kantene,

og den er diskontinuerlig i alle hjgrnene i “u-retningen"

I vedlegg er det et sett med bevis som viser at 2-p B-funksjonen B(u,v) tilfredstiller
alle disse egenskapene.

Denne 2-p B-funksjonen gjenspeiler egentlig egenskapene til en 1-p B-funksjon, i tillegg
til det faktum at alle deriverte langs kantene er null 1 alle retninger. Imidlertid er denne
2-p B-funksjonen spesiell fordi selv om alle deriverte er kontinuerlige er selve funksjonen
diskontinuerlig i hjgrnene, dvs. den hopper fra O til 1 i “u-retningen", som papekes av det
siste punktet i lista av egenskaper.

Det siste punktet i oppsummering av egenskapene er spesielt, fordi det betyr at vi kun
kan bruke B(u,v) (11.11) til & blende to flater nar de to flatene er like i de fire hjgrnene -
hvis resultatet skal bli C?-kontinuerlig. Vi vil se nzermere pa anvendelser av dette i neste
seksjon.
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Figur 11.2: Til venstre ser vi et plott av 12 flater som sammen danner en C'-glatt over-
flate, som er en approksimasjon av en torus. Grensekurvene som ligger pa “torusen"” er
merket som tynne svarte kurver. De deriverte som er “ortogonale” til grensekurvene er
0gsa hentet ut fra en torus. De 12 flatene er laget ved a bruke Hermite 2-p blendingsflate.
Pa hgyre side ser vi de 12 flatene som tilsammen approksimerer en torus, og som her er
[flyttet litt fra hverandre slik at vi bedre kan se dem hver for seg.

11.2 Hermite 2-p blendingsflate

Med “Coons patch" - bikubisk blending er det mulig a fylle et firkantet hull i en over-
flate pa en glatt mate, se seksjon [9.6.2l Blendingen av to flater er imidlertid en alternativ
metode. Vi starter med a lage to flater ved a bruke hermiteblending av kurver i to ret-
ninger, som i “Coons patch". Vi kaller disse S| (u,v) og S>(u,v), og differanseflata for
S(u,v) = Sa(u,v) — S (u,v) . Vi bruker sa disse i samsvar med , dvs.

S(u,v) = S1(u,v) + B(u,v) S(u,v),

hvor S(u,v) er definert i (11.1). De partiellderiverte blir da

Su=S1u+BuS+BS,,

S, =S1,+B,S+BS,,

Suu = Sty + Buu S+2 By Su+ B Syu, (11.12)
Suv - Sluv+Buv §+Bu §v+Bv §u +B §uw

va - Slvv+va §+2Bv §v+B §vv-

Til venstre i figur [I1.2]er det et plott av en approksimasjon av en torus med 12 sammen-
hengende flater laget av Hermite 2-p blendingsflater pa samme mate som i “Coons-patch"-
eksemplet i section [9.6.4] Til hgyre i figuren er flatene flyttet litt fra hverandre slik at vi
lettere kan se dem enkeltvis. Figur [I1.2]kan sammenlignes med figur [9.15]da delflatene i
begge flatene er laget pa samme domener.

Metoden er ganske enkel & implementere, enklere enn for “Coons patch", men approksi-
masjonen gir et avvik som er litt stgrre enn det vi sa i “Coons patch"-eksemplet i Seksjon
I vedlegg er det et teorem som viser at det er mulig & fylle et firkantet hull med
en flate slik at det totale resultatet far en gnsket grad av kontinuitet, som dermed betyr at
Hermite 2-p blendingsflater kan erstatte “Coons patch".



Kapittel 12

Blendingspline-tensorproduktflate

Pa samme mate som blendingsplinekurver, er blendingspline-tensorproduktflater 2.-ordens
B-spline-tensorproduktflater med B-funksjoner, og hvor kontrollpunktene er erstattet med
“lokale" flater. Vi har fglgende generelle formel,

ny—1n,—1

S(u,v) = Z Z sij(u,v)Bi(u)B;(v), (12.1)

i=0 j=0
hvor, for i =0,..,n,—1, j=0,..n,—1,, s;;(u,v) er lokale flater, og B;(u) = Bowy ;(u),
Bj(v) = Bow; j(v) er B-splines med B-funksjoner, se . Formelen er i1 utgangs-
punktet den samme som formelen for vanlige polynomiske B-splineflater, bortsett fra at
sij(u,v) er flater istedenfor punkt. En blendingsplineflate kan derfor betraktes som en
blending av “lokale flater". En apen blendingsplineflate med n, X n, lokale flater kan der-
med deles inni (n, — 1) x (n, — 1) firkantede flatelapp, som hver er en blending av deler av
4 lokale flater. Det vil si de 4 lokale flatene koblet til sine respektive interpolasjonspunkt
som er de fire hjgrnene av flatelappen.

Et eksempel er gitt i figur[I2.1] Til venstre ser vi parameterdomenet til en blendingspline-
flate med 3 x 3 = 9 lokale flater. Flaten er en 2.-ordens B-splineflate med to “klemte"

2 2o o ---- . 2 °
Szo(u:v) . SZI(MJV) . égzz(u’v):)

1 I EREEETEE
0 1o 1 21 2

20——o—¢ 2 2 )
| Suwy) | suwy) S
1 ° ¢ 1 1; ° ' :

R  TI I

Lo °

Figur 12.1: En blendingsplineflate med 9 lokale flater vises. Interpolasjonspunktene til
venstre, i domenet, er kuber i R? til hpyre, og er farget lik de lokale parameterdomene i
midten. Alle lokale flater er plane, en av dem er synlig.
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N

Figur 12.2: Tre blendingsplineflater med samme domene, skjptvektorer og “lokale" fla-
ter, som flaten i figur[I2.1] Den eneste forskjellen er at de lokale flatene er flyttet og/eller
rotert.

skjptvektorer, u og v. Domenet til hver lokale flate s; ; er vist i midten av ﬁgur@ Inter-
polasjonspunktene, punktene der den blendingsplineflaten (senere ogsa kalt den globale
flaten) interpolerer fullstendig (inkludert alle deriverte opp til orden lik ordenen til B-
funksjonen som brukes) de lokale flatene, er plottet som kuber. Alle lokale flater 1 dette
eksemplet er plane og parallelle med xy-planet, og pa hgyre side i figur [12.1| er en av
de lokale flatene plottet. Skjgtvektoren u er {u;}? o = {0,0,1,2,2} og skjgtvektoren v er
{v,-}?:O ={0,0,1,2,2}. Som vi kan se til venstre i figur dekker de lokale flatene i
hjgrnene bare 4—1¥ av den globale flaten, og i dette eksempelet dekker de lokale flatene som
er koblet til punktene pa kantene halvparten av den globale flaten, og flaten som er koblet
til midtpunktet av den globale flaten dekker hele den globale overflaten. I figur[12.2] vises
tre flater med samme domene, skjgtvektorer og lokale flater, som flaten i figur[I2.1] Den
eneste forskjellen er at de lokale flatene er flyttet og/eller rotert. Observasjonen er at vi
na har en B-splineflate med “kontrollpunkt” som interpolerer flaten totalt og som dermed
0gsa har en orientering, ikke bare en posisjon.

I eksempelet i figur [12.1] er domenet [u,u3] X [vi,v3]. Dette er i samsvar med B-splines
slik det er beskrevet 1 seksjon hvor domenet for en apen B-spline kurve er [t;,1,],
hvor d = k — 1 er polynomgrad og n er antall kontrollpunkt. I eksemplet er k —1 =1
og n = 3. I seksjon er de lokale kurvene c¢;(¢) i blandingssplinekurver definert med
domenene (f;,t42). Det fglger at for flater vil domenet til de lokale flatene s; j(u,v) vare
(ui,ui2) X (vj,vji2). Dette fremkommer ogs i skissen i midten av figur [12.1]hvor det er
to like skjgtverdier i endene pa begge skjgtvektorene.

12.1 Implementering av blendingsplineflater

En blendingsplineflate er en 2.-ordens B-splineflate i bade u- og v-retning, og er, som
vanlige B-spline-tensorproduktflater, & betraktes som en kurve (se seksjon hvor ko-
effisientene er kurver, som beskrevet i section [9.5.3] Men her har de “indre kurvene"
koeffisienter som er flater.

Vi vet fra seksjon [6.2.2] at B-splinekurver og flater kan vare enten apne eller lukkede i
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Figur 12.3: Pa venstre side ser vi en blendingsplineflate som i initialt er en kopi av en
torus. Overflaten har 3 x 3 =9 lokale flater hvor noen av dem har blitt flyttet og rotert.
Flata til hgyre er ogsa en kopi av en torus, men her med 1 X 2 = 2 lokale flater. De to
lokale flatene er sa flyttet i motsatt retning fra hverandre.

hver av parameterretningene. Normalt mener vi klemt nar vi sier apen. Husk at for en
2.-ordens B-spline er k = 2 og analogt med polynomgraden er k — 1 = 1. Nedenfor er en
tabell hvor domenet for apne, halvapne og lukkede flater vises. Med halvapen mener vi
apen i den ene parameterretningen og lukket i den andre. Pa hgyre side av tabellen vises
antall skjgtintervall, dvs. “firkantede" flatelapper.

u - retning | v - retning | parameter domenet antall flatelapper
apen apen (u,v) € [u1,un,] X [Vi,Vn,) (ny—1) x (n,—1)
dpen lukket (u,v) € [ug,un,| X [V1,Vn,+1) (ny—1) xny,
lukket apen (u,v) € [ug,un,+1) X [v1,Vn,] ny X (n, —1)
lukket lukket (u,v) € [ur,un,+1) X [V1,Vn,41) | R X 1y

Husk at en lukket skjgtvektor er en sykliskskjgtvektor, derav fglger at kontinuiteten er den
samme over slutt-skjgtensom over enhver annen skjgtverdi. Hvis vi bruker u-parameteren
som eksempel, fglger det at

lim S (uv) =8P (ur,v), for j=0,1,2,... S,
U—Upy+1—

; ; 0 VE V1, Vn,l
lim ng)(u,v): ‘(,J)(ul,v), for j=0,1,2,...,.%, & i,V

U—rlpy+1—

hvor .#, og .#, er ordenen til de respektive B-funksjonene som er brukt.

I figur [I2.3] ser vi to blendingsplineflater, som begge opprinnelig var kopier av en torus.
De er folgelig begge lukket i begge retninger. Etter at en torusen er kopiert har de lokale
flatene blitt flyttet og/eller rotert og resultatene ser vi i figur[12.3] I figur[I2.4]er en sylinder
og en kule fgrst kopiert og deretter modifisert ved a flytte og rotere noen av de lokale fla-
tene. Begge er halvapne flater. Legg merke til at en kule enten er implementert topologisk
lik en sylinder, hvor nord- og sgr-polen er degenerert og hvor vi da ma lage normaler med
utgangspunkt i naboer, eller den kan vare topologisk lik et plan der kantene kollapser til
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Figur 12.4: Til venstre ser vi en blendingsplineflate som initialt er en kopi av en sylinder
men hvor 3 av 9 lokale flatene har blitt flyttet og rotert. Til hgyre er det to plott av samme
flate, som initialt er kopi av en kule med 1 x 3 = 3 lokale flater som sa har blitt flyttet og
rotert. Implementeringen vi ser er egentlig en modifisert sylinder, dvs. hvor punktene i de
to endene til sylinderen er slatt sammen til ett punkt i hver pol.

ett punkt. Det fgrste er mest vanlig. En typisk implementering er dermed en sylinder med
en sammentrekning av begge de “apne" rendene. Flaten er dermed degenerert i polene.
Det er faktisk mulig a introdusere “sammentrekning” som en tilstand og pa den maten
handtere degenererte poler, forhindre hull og a sikre en slags “kontinuerlig" normal (et
enkelt kart for en kule er som kjent ikke mulig uten degenereringer). “Sammentrekning"
er egentlig ikke en tilstand for en parameterretning, men en “sammentrekning” av alle
funksjonsverdier langs en kurve i parameterplanet og hvor retningsderiverte i retningen
til kurven i parameterplanet er en nullvektor. Imidlertid er en praktisk implementering en
rett linje begrenset til a vaere parallell med en av koordinataksene i parameterplanet. For
en sfere er det vanligvis en “sammentrekning" i start og sluttverdien til parameterne u
eller v, mens den andre parameterretningen er lukket, dvs. syklisk.

For en lukket/syklisk parameter i en blendingsplineflate, er det i utgangspunktet bare ngd-
vendig & ha samme antall skjgtintervall som antall lokale flater. Det vil si n+ 1 skjgtver-
dier, der n er lik antallet lokale flater. Men for a gjgre det konsistent med “lukkede" skjgt-
vektorer der vi har to like skjgtverdier ved start og slutt, legger vi en ekstra skjgtverdi fgrst
i skjotvektoren slik at skjgtintervallet pa slutten gjenspeiler begynnelsen av skjgtvektoren.

Et spgrsmal er da, hva er minimum antall lokale flater vi kan ha i en parameterretning?
Svaret er gitt i tabellen nedenfor.

Type av parameter | minimum antall lokale flater | stgrrelsen pa skjgtvektoren
apen n=>2 n+2
lukket n=1 n+2

For a implementere / programmere blendingsplineflater, ma en rekke spesifikke problemer
Igses, dette skal behandles i de fglgende seksjonene.
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12.2 Evaluator - beregne verdi og deriverte

Det generelle uttrykket for en blendingsplineflate er gitt ved (12.1)), ie

ny—1n,—1
Swv)=Y Y sij(u,v)Bi(u) Bj(v), (12.2)
j=0 i=0

Denne kan sa forenkle. Pa grunn av den doble summen og tensorproduktkonstruksjonen,
er det naturlige forst & dele opp funksjonen i en indre og en ytre del, se (9.33)). Den indre
delen er, for u € [u;,u; 1]

. (1 . si—1,j(u,v) . B
¢ij(u,v) = ( 1—Bi(u) Bi(u)) < w1 (,) > , J=0,1,..,n,—1.  (123)
Det fglger at formelen i (12.2)) kan omformuleres ved a bruke (12.3)). Vi far med det en
formulering som erstatter (12.2) nar (u,v) € [uj,uit1] X [vj,vj41], og som er

—(1-B, | ¢ij—1(u,v)
) = (1-B,0) 50 ) (U pr) ). (124
Begge formlene (12.3) og kan sammenlignes med kurveformelen (8.6) kombinert
med (8.10). Nar vi skal lage en algoritme kan vi derfor, med noen modifikasjoner, bruk
samme algoritme som vi lagde for kurver.

Forst, hvordan regne ut den indre delen (12.3):

Som i kurveeksemplet kan vi ogsd her forenkle. Fra og definisjon [8.1] far vi; For
hvert skjgtintervall i v-retningen, Av; = [v;,vj11), j=0,1,...,n, hvor n = n, — 2 for dpne
flater og n = n, — 1 for lukkede flater er:

Ci7j(u,~,v):s,-,17j(u,-,v), for = 1,2,...,71” (12 5)
cij(u,v) = si—1,j(u,v) + 5, (u,v)Bi(u), ndr uj <u<ujyi, '
hvor B;(u) = Bow ;(u) og hvor
5ij(u,v) =i j(u,v) —Si—l,j(u,v)- (12.6)

For & beregne de partiellderiverte til (12.5) med hensyn pa u, ser vi at for u = u;, i =
1,2,...,n, er alle partielle derivater (med hensyn til u) lik de respektive deriverte til den
lokale flaten, dvs.

fo“cj(u,-,v) = Dg“si_17j(u,~,v), for j=0,....,n,—1, og d,=0,1,....,.%,. (12.7)

Sa for u; < u < u;1 far vi fglgende formler for funksjonsverdien og de to fgrste partiell-
deriverte 1 u retning,

cij(u,v) = si—1j(u,v) +5i j(u,v)B;(u),
Dyci j(u,v) = Dysi—1,j(u,v) + Dy5S; j(u,v)

Dici,j(u,v) = Dysi—1,j(u,v) +Dys; j(u, )

i(u)+5i j(u,v)DBj(u), (12.8)

B
Bi(u) +2D,5; j(u,v)DB;(u) +5; j(u,v)D*B;(u).
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Uttrykkene er i hovedsak de samme som de vi brukte for kurver (8.9). Dette er imidlertid
bare en del av beregningen i den indre slgyfen. Vi ma ogsa beregne alt de partiellderiver-
te/kryssderiverte for ¢;(u,v) i v-retningen. Imidlertid er de deriverte i v-retningen enkel a
beregne, fordi basisfunksjonene i (12.8)) er uavhengig av v, og derfor er bare en av fak-
torene i alle termer avhengig av v. De deriverte av alle ledd er dermed bare summen av
de deriverte av hvert ledd. Dette kan, som vi vil se, brukes til & utvide formel (12.8) til
en vektor av vektorer i stedet for bare en vektor. For a utvide formelen (12.8)) til ogsa a
inkludere de deriverte i v-retningen vi ma fgrst se pa den fgrste linjen i (12.8). Det fglger
at
Dl¢; j(u,v) = D%s; 1 j(u,v) + DI5; j(u,v)Bi(u), for d=1,2,...,
og da generelt for a beregne
DD ¢; j(u,v), for dy=1,2,... og dy=1,2,...,

pa hgyre side i uttrykket|12.8, ma vi bare erstatte

Déusiiy j(u,v) med DDy i(u,v) og

Dius; i(u,v)  med DUD5; i(u,v).

Egentlig ma det totale resultatet av den indre slgyfen vere en matrise av vektorer, der
bade matrisen og vektorene ma ha samme dimensjon som “evaluatorene" fra de lokale
flatene, og matrisen ma inneholde posisjon og alle partiellderiverte. Vi klargjgr dermed
dette ved a introdusere strukturen til matrisen fra den indre lgkken,

Ci7j7duadv(u’v>7 (12.9)

der hvert element i matrisen er en vektor € R”, hvor n vanligvis er 3. Indeksen j er relatert
til skjgtintervallet, og d,, angir antall deriverte 1 u-retningen, og d, angir antall derivater 1
v-retningen. Et eksempel pa en slik matrisen, hvor d, =2 og d, = 2, er

cj(u,v) Dycj(u,v) D2c;(u,v)

Ci’j7272(u,v): Dqu(u,v) DuDij(u,V) DMD%Cj(u,v) ) (12.10)
D2c¢j(u,v) D2D,cj(u,v) D2D?ci(u,v)

Notasjonen til den ekvivalente matrisen fra de lokale flatene er

Sijded, (), (12.11)

hvor i og j er i indeksene til den lokale patchen, og d, og d, angir antall derivater som
skal beregnes i de respektive u- og v-retningene. Disse matrisene er ogsa organisert som

(12.10).

For a oppsummere fgr vi lager en algoritme: Den fgrste kolonnen i (12.9H12.10) er lik
venstre side av (12.8), og bare elementer fra den fgrste kolonnen i brukes pé
hgyre side av (12.8). For & beregne de andre kolonnene ma vi erstatte element fra den
forste kolonnen 1 (12.11]) med respektive element fra de andre kolonnene. Konklusjonen
er derfor at vi bare trenger & erstatte enkeltelement fra den fgrste kolonnen av (12.11]), det

vil si pa hgyre side av (12.8), med de respektive radene av (12.11)), for a utvide (12.8)) til
a returnere (12.9).
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Merknad 12.1. Det er selvfplgelig mulig og ikke uvanlig a lage en “evaluator” som kun
returnerer gvre venstre trekant av matrisen ([12.9). Fordelen med a gjore det er d redusere
antall beregninger og pd den madten optimalisere koden. Det kan man gjgre fordi man i
en del tilfeller bare trenger den gvre venstre delen av matrisen. Algoritmen som vil bli
presentert her er imidertid laget for a beregne hele matrisen fordi i en del tilfeller er dette
ngdvendig. Det er imidertid enkelt a modifisere algoritmen til bare d beregne den gvre
venstre trekanten av matrisen.

Algoritmen blir na ganske lik algoritme [8| for kurver. Den avhenger av en B-funksjons-
evaluator og evaluatorer for lokale flater. Som for kurver, antar vi at flatene er i1 et euklidsk
rom, normalt R3, men det kan ogsa vare noe annet, si vektortypen er derfor betegnet som
vektor, selv om en av dem er et punkt (den gvre venstre er posisjonen). Den store forskjel-
len fra kurver er imidlertid at algoritmen returnerer en matrise (av vektorer) i stedet for
en vektor (av vektorer), og at evaluatoren for lokale flater ogsa returnerer matriser. Vi kan
na introdusere en algoritme for den indre slgyfen til en tensorproduktflate-evaluator som

beregner (12.3):

Algoritme 9. (Forklaring av notasjonen, se avsnitt “Algoritmisk sprak", side[6])

Algoritmen lager matrisen C; j 4, 4,(u,v) definert i (12.9). Evaluator til en B-funksjon ma
veere tilgjengelig. Dette gjelder ogsd for lokale flater hvor evaluatorene md returnere en
matrise S; j 4, 4,(u,v) definert i (12.11)). Skjptvektorene {ui}?g;l og {v,}:’vgl ma ogsa veere
til tilgjengelig. Innputt er: u € [uy,uy,], v € [vi,vn,] 08 in :\; ui, <u <uj 41, iy :\; vi, <
v < V41, 0g dy €{0,1,2,.....7,} (antall derivater i u retning) og d, € {0,1,2,...,.%,}
(antall derivater i v retning), der ./, og .%, er avhengig av B-funksjonen. Returen er en
matrix(Vector), dvs. et sett med vektorer vanligvis i R, husk likevel at “matrix[0][0]"

faktisk er et punkt.

matrix(Vector) C( double u, double v, int iy, int i), int d,, int d, )

matrix(Vector) Cp = giu,iwdmdv(u’ V), // “evaluering" av forste lokale flate
if (u== u;,) return Cop; // returnerer kun lokal flate, se z5|)
Matrix(Vector) C = giu+1,iv,du.,dv(”= V), // “evaluering" av andre lokale flate
vector(double) a(d, + 1) // for “Pascals trekant" - tall
vector(double) B = {B } o // verdier fra B-funksjonen, se(8.10).
Ci — =Cy; // matrisen cq er nd ¢, se @)
for (int i=0;i<d,; i++)
a; — 1,'
for (int j=i-1; j >0; j——)
aj+=aj_1; // lage “Pascals trekant" - tall
for (int j=0; j <i; j++)
Coi+=(a;jB;)Ci,—j; / “rad += skalarxrad", se (m)
return Cy;

Merk at algoritmen oppdaterer hele rader i matrisen Cp ved & summere skalerte rader
av matrisen C1 til hver rad i Cy. Dette fglger direkte av det faktum at formlene i 1
utvides til a beregne ikke bare den fgrste kolonnen i (12.10), men alle kolonner, og at her
vil B-splines (med B-funksjonen) bare vare avhengig av u.
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Det neste er, hvordan regne ut den ytre delen (12.4):
Vi skal na se pa hvordan selve “evaluatoren” til en blendingspline-tensorproduktflater
blir. Formelen i (12.4)) er lik (12.3). Dermed kan vi forenkle den fgrste delen av formel
(12.4) pa samme méte som det ble gjort for (12.3). Det fglger at i hvert skjgtintervall
i u-retningen, dvs. for u € [u;,u;+1), i =0,1,...,n (hvor n = n, — 2 for apne flater og
n = n, — 1 for lukkede flater) far vi:

S(u,vj) =cij—1(u,v;), for j=12,....n,,

~ . (12.12)
S(u,v) =cj j—1(u,v)+c; j(u,v)B;(v), nar v; <v <vjqy,

hvor Bj(v) =Bowy j(v),
oghvor ¢ j(u,v) =c;ij(u,v)—cij—1(u,v).
Nar vi ser nermere pa de partiellderiverte av (12.12) kun med hensyn pa v, vil vi se at

for v=vj, j=1,...,n er alle partiellderiverte av splineflaten med hensyn pd v lik de
respektive deriverte fra den indre slgyfen, dvs

vaS(u,v) = vaci7j(u,v), for j=1,...,n,, og d,=0,1,2,....
sé forv; <v <vj1 far vi fglgende formler for funksjonsverdien og deriverte i v-retningen,

S(u,v) = ci jr1(u,v) +¢i j(u,v)Bi(v)
D,S(u,v) = Dyc; j+1(u,v) +¢; j(u,v)DBj(v) + Dyc; j(u,v)B;(v) (12.13)
D3S(u,v) = Djcij1(u,v) + i j(u,v)D*B;j(v) 4 2Dyc;, j (u,v)DB;(v) + D3ci (1, v)B;(v).

Ser vi neermere pa (12.13) ser vi at den er sveert lik (12.8). Den indre slgyfen returnerer en
matrise (12.10). “Evaluatoren”, den ytre slgyfen ma da returnere en matrise med samme
dimensjon og struktur. Matrisen ma da inneholde posisjonen og alle partiellderiverte. Vi
kaller denne matrisen fra “evaluatoren” til en blendingsplineflate for

Sdu’dv(u,\)), (1214)

der hvert element i matrisen er en vektor € R” (det fgrste elementer er da egentlig et
punkt), hvor n er dimensjonen til det euklidske rommet flaten er i. Indeksen d, angir
antall deriverte vi gnsker 1 u retning, og d, angir antall derivater vi gnsker 1 v retning. Et
eksempel pa en slik matrise, der d, =2 og d,, = 2, er:

S(u,v) D,S(u,v) D2S(u,v)

Soo(u,v) = DyS(u,v) DyDyS(u,v) DMD%S(”aV) ) (12.15)
D2S(u,v) D2D,S(u,v) D2D2S(u,v)

Til slutt, nar vi skal lage hovedalgoritmen til en blendingsplineflate, dvs. den ytre slgyfen,
ser vi at pa venstre side av har vi den ferste raden, ikke den forste kolonnen i
den resulterende matrisen (12.14}12.13)). 1 tillegg, pa hgyre side av finner vi bare
elementer fra den fgrste raden i matrisen C; 4, 4,(u,v) (12.9H12.10).
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Algoritmen er svert lik algoritme [§] for kurver, og da ogsé algoritme [9] for den indre
slgyfen. Den er avhengig av evaluatoren til B-funksjonen og den indre slgyfen. Som for
algoritmen for den indre slgyfe, antar vi at flatene er i et euklidsk rom, f.eks. R3, men den
kan ogsa vere et annet rom, sa typen betegnes derfor som vektor, vanligvis en 3D-vektor.
Den store forskjellen fra algoritmen til den indre slgyfen er at 1 nest siste linje 1 algoritmen

summeres matrisekolonner i stedet for rader. Algoritmen er da en komplett evaluator, jmf.
merknad 3.1]

Algoritme 10. (Forklaring av notasjonen, se avsnitt “Algoritmisk sprak", side|6])

Algoritmen beregner matrisen Sy, 4,(u,v) beskrevet i (12.14) og (12.15). Algoritmen for-
utsetter at algoritme [9 og “evaluator” til en B-funksjon er tilgjengelig. Skjgtvektorene
{ui}?igl 0g {vi}l’.’;gl md ogsa veere tilgjengelig. Innputt er: u € [uy,up,|, v € [vi,vn,),
og d, €{0,1,2,.....%,} (antall deriverte i u-retningen), og d, € {0,1,2,...,.%,} (an-
tall deriverte i v-retning), begrenset av ordenen til B-funksjonen som brukes. Retur er
en “matrise(Vector)”, der Vector typisk er en 3D-vektor som samsvarer med S(u,v), og
hvor elementene i matrisen samsvarer med elementene i matrisen C; j 4, 4, (u,v) beskrevet

i([2.10).

matrix (Vector) eval ( double u, double v, int d,, int d, )

int iy =i, :\; wi, <u<uj+1; // Indeks til gjeldende skjptintervall for u.
int i, =i, :\; vi, <v<vii1; // Indeks til gjeldende skjptintervall for v.
matrix(Vector) So = C;, i, 4,.4,(4,v);  // Resultat fra den indre slpyfen - i,.
if (v==v;,) return So; // Retur direkte fra indre slpyfe, se .
matrix(Vector) S = C;, i +1.4d,.d,(1;V); // Resultat fra den indre slgyfen - i, + 1.
vector(double) a(d+1); // For “Pascals trekant" - tall.
vector(double) B = {Bl(vj )}’;;0; // verdier fra B-funksjonen,, se (i8.10).
So —=3S1; // Cy er na 60, hele matrisen, se (|12.
for (int i=0; i <d,, i++)
a; = 1;
for (int j=i-1; j>0; j——)
aj+=aj-1; // lage “Pascals trekant" - tall.
for (int j=0; j <i; j++)
(ST)i +=(a; Bj)(S})i—js // “kolonne += skalarxkolonne", se :
return Sy,

Beregningskostnaden ved a evaluere en blendingspline-tensorproduktflate er a evaluere to
B-funksjoner, fire lokale flater, og ga totalt tre ganger gjennom summeringslgkken i siste
halvdel av bade indre og ytre slgyfe. Den dyreste delen av beregningen er a evaluere de

fire lokale flatene. Dette kan ta mer enn 120 av tiden, avhengig av type lokal flate.

12.3 Bézierflater som lokale flater

Generelt er bézierflater svert anvendelige som lokale flater. Bézierflater er definert i sek-
sjon [9.5.2] uttrykk (9.35). Det fglger av bernsteinpolynomene at parameterdomenet for
bézierflater er [0, 1] x [0, 1]. Blendingsplines er 2.-ordens B-splines. Dermed ma dome-
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net til hver lokal flate spenne over to skjgtintervall 1 begge av parameterretningene. For
en lokal flate s; ;(u,v) ma parameterdomenet dermed vare [u;, u;2] X [vj,vj42]. I
er avbildningen wy ; og dets deriverte 0,; beskrevet. For eksempel vil wy ;(u) overfgre
u € [uj,uiso] tilw € [0,1]. Dermed far vi fglgende formel nar vi bruker lokale bézierflater,

d, d,

sij,v) =Y Y crs ba,sown j(v) by, rowai(u), (12.16)
r=0s=0

nar (u,v) € [u;,uiz2] X [vj,vj42], og der basisfunksjonene er bernsteinpolynomene, og
crs € R", n > 0 og vanligvis 3, er koeffisientene, dvs. kontrollpunkt.

Alle typer verktgy for beregning av bézierkurver er selvfglgelig ogsa tilgjengelige for
tensorprodukt bézierflater. I seksjon #.4.3|ble bernstein/hermitematrise introdusert, og al-
goritme [2|er lager denne matrisen. I bernstein/hermitematrisen skaleres hver rad med &/,
hvor potensen j er radnummeret i matrisen (starter med 0). Dette er 0 ;, den deriverte av
translering og skaleringsfunksjonen w» ;. Matrisen ser dermed slik ut:

SgiDObd70 o WzJ(l) ... 6871'D0bd,d o W2,i(t)

By(wo,(t),02,) = : : . (12.17)
8 Dbggowai(t) -+ 88Dy g0w(t)

I kurvetilfellet ble matrisen brukt bade for (pre-)evaluering og hermiteinterpolasjon. Det
er derfor naturlig a gjgre dette ogsa for blendingsplineflater.

Dermed, ved a bruke denne matrisen, (12.17)), kan vi lage en utvidet matriseversjon av for-
mel (12.16)) som ikke bare returnerer verdien/posisjonen, men ogsa alle partiellderiverte
fra 1.- til d.-orden, der d er polynomgraden. Vi far dermed:

Sa,.d,(1,v) = By, (w.i(),82,) C By, (w2 j(v),8.)" (12.18)

foru; <u<u;20gv; <v<vjs, oghvorC er kontrollpunktene (matrisen), og w27,-(u),
wa j(v), 82, og 6, j er fra (8.13)), beskrevet i seksjon Hvis d, = d, = 2 vil matrisen
Sdu,dv(u,v) bli,
s(u,v) Dys(u,v) D%s(u,v)
Sao(u,v) = | Dus(u,v) DuDys(u,v) DuDis(u,v) | | (12.19)
D2s(u,v) D2D,s(u,v) D2D2s(u,v)
Som man kan se, inneholder denne matrisen (I12.19) posisjonen (elementet gverst til

venstre) og alle partiellderiverte for parameterverdien (u,v) pa flaten. Det fglger ogsa at
denne matrisen beskriver den lokale flaten fullstendig.

12.3.1 Lokale bézierflater og hermiteinterpolasjon

Vi starter med a ta et tilbakeblikk pa metoden gitt i seksjon for sa a tilpasse den til
blendingsplineflater.
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Figur 12.5: En illustrasjon av parameterplanet til en flate g(u,v), og to skjptvektorer
{u;}%, og {vj};o som deler domenet i 12 deler. Ved alle interne skjgtverdier (u;,v;),
i=1,...,5 j=1,...,4, er det polygon markert for a lage lokale flater med hermiteinter-
polasjon. Fargene pa polygonene illustrerer forskjellene mellom dapne og lukkede flater.

1. Gitten flate g(u,v), g : @ C R? — R¥, hvor parameterdomenet Q = [ug, u,] X [vs, ve],
og hvor k > 0, typisk 3.

2. Gitt ogsa antall interpolasjonspunkt n, > 1 og n, > 1 og antall partiellderiverte
d, > 0 og d, > 0 til bruk 1 hermiteinterpolasjonen. Merk at det i1 hvert enkelt in-
terpolasjonspunkt er mulig individuelt a spesifisere antall partiellderiverte som skal
brukes.

3. Vi generer sa skjgtvektorene u = {u,-}?;gl ogv={v j}?vjol med:

—f@rst a sette u; = u; og vi = vy, dvs. starten av domenet til g i bade u og v

retning,

—for sa a sette u,, =u, og v, = V., dvs.enden av domenet til g ibade u ogv
retning.

-S4, fori=2,3,...,n, — 1 genererer vi u; slik at u; | < u; (vanligvis uniformt
fordelt), og for j =2,3,...,n, — 1, generere v; slik at v; | <v;.

— Til slutt setter vi ug og uy,,+1 0g vo 0g v,,+1 1 henhold til reglene for “apne/lukke-
de" skjgtvektorer for 2.-ordens B-splineflater.

4. Vi kan na lage de lokale bézierflatene. Vi hermiteinterpolerer g i alle sett av interne
skjgtverdier, dvs. (u;,v;), i=1,2,...,n,, j=1,2,...,n,. I figur[I2.5er interpola-
sjonspunktene markert med sma fargede polygon. Hvis g(u,v) er
—apne i begge parameterretninger. Da ma lokale flater lages i alle polygonene,

—apen i u-retning og lukket i v-retning. Da ma lokale flater lages i alle rgde og
grgnne polygon, mens de bla og gule ma gjenbruke de lokale flatene i gverste rad,
jmf figur[12.5]

—lukket i u-retning og apen i v-retning. Da ma lokale flater lages i alle rgde og
bla polygon, mens de grgnne og gule ma gjenbruke de lokale flatene laget langs
venstre kant i figur [I2.5]



228 KAPITTEL 12. BLENDINGSPLINE-TENSORPRODUKTFLATE

—lukket inn i begge parameterretninger. Da ma lokale flater lages i alle r@de poly-
gon, mens de bla ma gjenbruke de lokale flatene laget langs toppen, og de grgnne
ma gjenbruke de lokale flatene laget langs venstre kant, og den gule ma gjenbruke
den lokale flaten i gvre venstre hjgrne.

Element 4| ovenfor forteller oss at vi ma lage lokale flater med hermiteinterpolasjon. Husk
at med B-funksjoner av tilstrekkelig hgy orden og for s, =0, ...,d, og s, =0, ...,d, er

Dy Dy S(ui,vi) = 851 565", 1 5 Du'Dysij o (wa,i1 (i), wa,j—1(v)),

hvor S(u,v) er blendingsplineflaten, s; ;(u,v) er for alle i, j lokale bézierflater og

u—uq Vi—=Vj-1
wai—i(u)) = ———— og wyj_1(v;) = ——",
Uir1 —Ui—] Vi1 —Vj-1
er den lineare translasjons- og skaleringsfunksjonen fra definisjon og
1 1
&ila=——"" 08 &j1y=———
Uil — Ui—1 Vitl —Vj-1

er den deriverte til den line@re translasjons- og skaleringsfunksjonen (6.13).

Formelen for hermiteinterpolasjon for en lokale bézierflate med indeksparet (i,j) og for
sy =0,...,d, 0g s, =0,....d, er,
DDy g(ui,vj) = Dy Dy S(ui, v )

= 8y 148 1.5 DuDy'sijo (w1 (i), w2, j-1(v))

92,1,
d dy
f— .. ‘Y s . . S s . .
= Z Z Ci,jrs 52,"1'—1@ Db, rowa,i- <“1)52,Vj—1,v D*bg, sown,j—1(vj).
r=0s=0

Dette er nesten det samme som formuleringen i (12.18]), men vi har na inkludert paramet-
overgangen. Matriseformen na er, for i =1,....m,,0g j=1,...,m,,

24,4, (1i,v;) = Ba, (w21 (i), 82 1.a) Ci.j Ba,(w2,j1(v}),825-15)",
hvor
glui,vy) ... D¥g(u,v))
gdu,dy(ui7vj) = ' e E
Diug(ui,vj) -+ DD g(uiv,))

Bézierflater og hermiteinterpolasjon

Det siste trinnet i genereringen av lokale bézierflatene er a snu formuleringen med
hensyn pa bézier-koeffisientene C; ;, kontrollpolygonet til den lokale flaten S; j(u,v),
dvs.

Cij =By, (wai1(u:),82i-12) " &aya, (i v;) Ba,(waj—1(v}),82j-15) 1. (12.20)

Konklusjonen er at for & beregne koeffisienten til de lokale bézierflatene, dvs. lgse (12.20),
ma man lage den utvidede bernstein/hermitematrisen med algoritme [2, og deretter inver-
tere denne matrisen for sa a multipliser den inverterte matrisen med matrisen fra “evalua-
toren" til den opprinnelige flaten. Invertering av matriser vil ikke bli behandlet videre her,
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men det er mange tilgjengelige programmeringsbibliotek med optimaliserte algoritmer
for dette, se vedlegg Bl

Merknad 12.2. Merk at de tre matrisene pd hgyre side i ikke er av samme “type’.
Den midterste, 84, 4,(1i,v;) er en matrise av punkt/vektorer i R", hvor n vanligvis er 3.
Bernstein/hermitematrisen er en matrise der hvert element er en skalar. For bruk i bade
en flate-evaluatorer og i hermiteinterpolasjon er det derfor av stor interesse a implemen-
tere en matrise-type som har matrisemultiplikasjon som takler multiplikasjon mellom en
matrise av skalarer og en matrise av vektorer/punkt. I template-programmering ma da *
operasjonen mellom matrisene returnere en matrise av samme type som * operasjonen
mellom elementene i den fgrste matrisen og elementene i den andre matrisen returnerer.

Som i kurvetilfellet er det flere grunner til at det er fordelaktig a flytte koeffisientene i en
lokal bézierflate kollektivt slik at interpolasjonspunktet blir det lokale origo. Da fglger det
at vi ma trekke punktet g(u;,v;) fra alle koeffisientene i kontrollpolygonet C; j, og at vi
ma motvirke dette med a sette inn den motsatte forflytningen i den hgyre kolonnen i den
homogene matrisen som bestemmer det lokale koordinatsystemet til bézierflaten. .

12.3.2 Eksempler pa hermiteinterpolasjoner

I denne seksjonen skal vi se pa eksempler pa hermiteinterpolasjon av noen kjente para-
metriske flater ved blendingsplineflater som har lokale bézierflater. I noen av eksemplene
vil ogsa se noen av de lokale bézierflatene vere plottet, og vi skal se nermere pa hvilke
effekter hermiteinterpolasjonen gir.

Det fgrste eksemplet er basert pa en flate kalt “Trianguloid Trefoil". Denne flaten ble
lansert av Roger Bagula og kan finnes pa [4]]. Formelen er

sin(3u)
2+4-cosv
sinu+2sin(2u) der u e (—71',77:],

S(u7v) = 2+cos(v+%ﬂ:) 0g ve (—71',77:]. (12.21)

(cosu—2cos(2u))(2+cosv) (2+cos(v+ % ﬂ:) )
]

Figur[12.6]viser et plott av en blendingsplineflate som interpolerer en “‘Trianguloid Trefoil "-
flate (I2.21)) i 5 x 5 punkt. I hvert punkt er posisjonen og 8 partiellderiverte brukt, dvs.

matrisen g4, 4,(u;,v;) definert i (12.17) har dimensjon 3 x 3. I figur er interpola-
sjonspunkt markert som bla kuber, og de fleste av dem er synlige. Flaten er “lukket" i

begge parameterretninger, og er ganske kompleks i formen, men rekonstruksjonen har
holdt strukturen og formen sveart lik orginalen.

Det andre eksemplet er basert pa en flate kalt “Bent Horns". Den er ogsa laget av Roger
Bagula og man kan finne den pa [3]]. Formelen for denne flaten er

(2+cosu) (5 —sinv)
der u € (—m, ),
s(u,v) =] (2+cos (u— %7[)) (cosv—1) c (L2mam (12.22)
—27,27].
(2+cos (u+3m)) (cosv—1) 8 ’
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Figur 12.6: Denne blendingsplineflaten er laget ved hermiteinterpolering av en “Trian-
guloid Trefoil"-flate [4] med d bruke 5 x 5 interpolasjonspunkt. Interpolasjonspunktene
kan sees som blde terninger.

I figur[I2.7)er det et plott av en blendingsplineflate som interpolerer en “Bent Horns"-flate
(12.22) i 5 x 5-punkt. Ogsa i dette eksemplet har vi brukt posisjonen og 8 partiellderiverte
i hvert punkt, dvs. matrisen g4, 4 (u;,v;) definert i har dimensjon 3 x 3. I figur
12.7| er interpolasjonspunktene markert som bla kuber, og noen av dem kan sees tydelig.
Flaten er “lukket" i en parameterretning, men “apen" i den andre. Dette sees ikke klart,
fordi de to “apne" endene er klemt sammen i to respektive kanter. De kan sees foran pa
hver side i figuren. Pa hver av dem er tre bla kuber markert. Disse kubene er egentlig
5 kuber, en pa spissen mot midten, og to sammenfallende i hver av de to andre. Flaten
er ogsa uregelmessig i midten, hvor den kollapser til et punkt. Blendingsplineflaten har
klart a beholde denne uregelmessigheten intakt fordi det er et interpolasjonspunkt i samme
posisjonen, dvs. i parameterplanet er det faktisk 5 forskjellige punkt som gir samme punkt
1 rommet.

Det tredje eksemplet er basert pa en sfere (kule), der formelen er,

rcosu cosy
- der u € (0,2m],
s(u,v) =] rsinu cosv (12.23)
. og ve(-%,1]
rsinvy

I formelen er r radiusen til kulen. Figur [I2.§] viser 3 plott av en blendingsplineflate som
interpolerer en kule i 4 x 4 punkt. Ogsa i dette eksemplet er posisjonen og 8 parti-
ellderiverte brukt i hvert punkt, dvs. matrisen g4, 4, (u;,v;) definert i har dimensjon
3 x 3.1 figur [12.8| er interpolasjonspunktene markert som bla kuber. Pa toppen av “sfe-
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Figur 12.7: Denne blendingsplineflaten er laget ved a hermiteinterpolere (posisjon, 1.-
0g 2.- deriverte) en “Bent Horns"-flate [3l] i 5 X 5 punkt. Interpoleringspunktene er mar-
kert som bla terninger.

ren" kan vi se en kube, mens det faktisk er 4 kuber i samme posisjon. Flaten er derfor
uregelmessig, og kollapser til et punkt ved begge polene. I den gvre delen av figuren [12.8]
er det et plott som inkluderer en av de lokale bézierflatene som ligger pa “nordpolen”.
Det er en solid kule til venstre, og en tradmodell til hgyre. Som vi kan se, spesielt i trad-
modellen, har den lokale flaten bare to hjgrner. De to andre hjgrnene har kollapset til
ett punkt og ligger pa den tilsynelatende “glatte" kanten som gar igjennom “nordpolen”.
Ogsa kanten mellom de to hjgrnene har kollapset til punktet. Blendingsplineflate har 8
lokale bézierflater, som alle er knyttet til de to polene. De er alle like i form sammenlignet
med bézierflaten vist i figuren (men rotert og/eller translert). Pa den nedre delen av figur
[12.8er det et annet plott av den approksimerte “sfaren", denne gangen sammen med en
av de lokale bézierflatene som ikke er koblet til polene. Figuren er rotert til venstre, slik at
“nordpolen" er pa venstre side. Den lokale flaten ser ganske kompleks ut, og muligens ulik
det mange vil forvente. Det er totalt 16 lokale bézierflater knyttet til blendingsplineflaten,
og 8 av de lokale flatene har samme form som denne.

Det fjerde eksemplet er hermiteinterpolasjon av en torus hvor formelen er

cosu(R+rcosv)
. der u € (0,2m],
s(u,v) = | sinu(R+rcosv) (12.24)
og ve(0,2x].
rsiny

Her er r den lille radiusen, radiusen til rgret, og R er den store radien, avstanden fra midten
av rgret til midten av rgret. Den gvre delen av figur [I2.9] viser en blendingsplineflate
som interpolerer en torus i 5 x 5 punkt. Som i de foregdende eksemplene brukes
posisjonen og 8 partiellderiverte i hvert punkt, dvs. matrisen g, 4, (1;,v;) definerti (12.17)
har dimensjon 3 x 3. I figur [12.9|er interpolasjonspunktene markert som bla kuber. En av
de lokale bézierflatene er ogsa plottet. Denne flaten modellerer en del av en torus ganske
godt. Nederst i figuren er den lokale bézierflaten flyttet litt oppover, slik at vi kan se den
klarere. Der er flatene plottet fra to forskjellige posisjoner, slik at det er mulig for oss a se
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4 ‘

Figur 12.8: Vi ser tre plott av en approksimert kule fra uttrykket . Overst visen
“kulen" med en av de lokale bézierflatene plassert pa “nordpolen”. Kontrollpolygonet til
bézierflaten er markert som grgnne linjer, og nodene er markert som rgde kuber. Oppe til
hgyre vises en tradmodell av flata som er plottet pa venstre side. Under vises en annen
lokal bézierflate. Dette er en av flatene som ikke er plassert pa polene. Alle de 8 lokale
flatene som ikke er plassert ved nord- og sydpolen vil ha denne formen, men translatert
og rotert.
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Figur 12.9: Et plott av den approksimerte torusen fra . En av de lokale bézierfla-
tene er ogsa plottet. Ogsd kontrollpolygonet til den lokale bézierflaten er plottet i gront,
mens kontrollpunktene er plottet som rgde kuber. Nederst i figuren er den lokale bézier-
flaten flyttet litt oppover.

den lokale flaten bedre. Som vi kan se til venstre fglger blendingsplineflaten den lokale
flaten nar den flyttes, og endrer dermed formen til “torusen".

Det siste eksemplet er en flate kalt “sjgskjell", beskrevet av blant andre av Paul Bourke pa
[16]. Formelen for denne flaten er

cosv+ % (cosucosv-+acosusinv
10 ) der u € (0,2n),

s(u,v) = sinv + & (cosusinv — acosucosv
(1) io ( ) og ve(f,5n]

(bsinu—i— %) Y

(12.25)

I figur [I2.10] vises et plott av en blendingsplineflate som interpolerer en “sjgskjell"-flate
(12.25) med 4 x 8 punkt. I hvert punkt er posisjonen og 8 partiellderiverte brukt, dvs.
matrisen g4, 4, (u;,v;) definert i har dimensjonen 3 x 3 Interpolasjonspunktene
er markert som bla kuber , og de fleste av dem er synlige. Som man kan se er flaten
“lukket" i den ene parameterretningen, men “dpen” i den andre parameterretningen. Pa
figuren kan flaten sees fra to forskjellige posisjoner. I begge plottene er ogsa en av de
lokale bézierflatene plottet, og den kan sees farget i lilla. Kontrollpolygonene til de lokale
bézierflatene er ogsa plottet. De kan sees som grgnne nett, og deres kontrollpunkt er plottet
som rgde kuber.
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Figur 12.10: To plott av en blendingsplineflate laget ved d interpolere en “sjpskjell”-flate
uttrykt i (12.23)). De to plottene er sett fra forskjellige posisjoner. I hver av de to plottene er
en av de lokale bézierflater ogsa plottet. I det pvre plottet er en av de stgrre lokale flatene
plottet. I den nedre er en mindre lokal flate plottet. Vi kan ogsa se kontrollpolygonet til
begge de lokale bézierflatene. Den lokale flatene modellerer den globale flaten ganske
godt lokalt.
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12.4 En delflatekonstruksjon

Som i kurvetilfellet kan vi konvertere en hvilken som helst parametrisk flate ¢ (u,v) til en
blendingsplineflate ved a legge til to skjgtvektorer, {ui}?igl og{v j}?‘:(')] . Med det far vi et
sett med overlappende delflater, som hver er originalflaten kun begrenset av en reduksjon
av parameterdomene som hver dekker 2 x 2 skjgtintervall. A bruke delflater som lokale
flater betyr at en blendingsplineflate-kopi i utgangspunktet er identisk med originalflaten.
Dette er fordi blending av en flate med seg selv gir selve flaten. Nar man legger til af-
fine transformasjoner (seksjon [8.2.1)), vil en del-flate-algoritme i utgangspunktet vare lik
algoritmen for lokale bézierflater. I likhet med seksjon og uttrykk (12.3)), fér vi for

i=1,1,...,n,0g j=1,1,...,n, 08 (u,v) € [uj,uir-1] X [vj,vjt+1],
Aifl '(P(M,V) )
Ci i , V) = 1—B;(u) Bilu J
7J(u V) ( ( ) ( ) )( Ai-,j (p(u’v>
= (A1 +Bi(w) NAi1 ;) @(u,v), (12.26)

der B;(u) = Bowy ;i(u), @(u,v) er orginalflaten, A; ; er homogene matriser beskrevet i
seksjon og A'A;_1j = A;;—Ai_1,j. Neste trinn er & omformulere 1) til

—(1-B, . Cij-1(u,)
Sty = (15500 B, ) ( Cij(u,v)
= Cij1(u,v)+B;(v) NCi j1 (u,v) (12.27)
hvor A/C; j—1(u,v) = C; j(u,v) — Ci j—1(u,v). Hvis vi setter (12.26) inn i (12.27) fér vi:

En delflatekonstruksjon
S(u,v) = A1 j—1 (u,v) @(u,v) (12.28)

hvor

Ai,j (M, v) = Ai,j +B;_4 (I/t) AiAiJ' —l—Bj,l (v) (AjA,'J' +B;_ (u) Aiin’j) (12.29)

Delta-notasjonen i (12.29) kan ekspanderes pa fglgende mate
NAjj=Ais1j—Aij
NA;j=Aijr1—Aij
AYA; j=Aiy1 1 —Aijr1 —Aip1,j T A .

Alle flater vist i figurene [12.1][12.2] [12.3| [12.4] og[12.11] er blendingsplineflater basert pa
delflater og dermed laget ved a bruke uttrykk ({12.28)) og (12.29).

12.5 Eksempler, formgiving med blendingsplineflater

I “Computer Aided Geometric Design" er objekt-formgiving et stor oppgave bade i kon-
struksjoner for den virkelige verden (produkter), og design for virtuelle verdener (filmer,
dataspill, VR/AR, etc.). Nar det gjelder skulpturering, introduserte Barr sa tidlig som i
1984 operasjoner for vridning, strekking, bgying og smalne flater rundt en sentral akse
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Figur 12.11: To eksempler pa blendingsplineflater fra en delflatekonstruksjon. Pa venst-
re side er en torus kopiert ved bare a bruke 2 lokale flater, den lokale flaten knyttet til
interpolasjonspunktet inne i torusen er rotert 60°. Til hgyre i figuren er en kule kopiert.
Ogsa her med kun bruk av 2 lokale flater. Disse 2 flatene er deretter flyttet fra hverandre
og litt rotert.

[8]]. Dette ble fulgt av Sederberg og Perry som i 1996 introduserte en mer generell teknikk
[145]], kalt den frie formdeformasjonsmetoden, FFD. Denne metoden bygger objekter som
skal deformeres inn i et 3D-gitter av kontrollpunkt som definerer et trevariabelt béziervo-
lum. Deformasjoner kan dermed gjgres ved a deformere dette 3D-kontrollpolygonen og
evaluere béziervolumet for a finne den nye posisjonen for de innebygde objektene. I de
pafglgende arene har det blitt gjort en enorm mengde arbeid pa dette omradet, ved bruk
av mekanisk teknikk, flernivarepresentasjoner osv. (Eksempler pa artikler er [9] [84]
[167]]). Generelt har alle artikkler sa langt slitt med den geometriske representasjonen.
Blendingsplines tilbyr dermed en sterkere “formgivings"-funksjonalitet fordi den er en
B-splines der alle typer affine operasjoner kan brukes pa “kontrollpunktene".

I dette kapittelet har vi mange figurer som illustrerer mulighetene for kreativ design. Tid-
lig i dette kapittelet finner vi 4 figurer hvor alle eksemplene/plottene er basert pa en del-
flatekonstruksjon. I figur og er en blendingsplineflate (et plan) deformert pa
forskjellige mater. Alle har 3 x 3 interpolasjonspunkt. I figur [12.3|er det en torus med 9
lokale flater og en med 2. Begge er deformerte, og vi kan se at antall interpolasjonspunkt
er viktige for formmulighetene. I figur[I2.4]ser vi en deformert sylinder, og et plott av en
deformert kule sett fra to forskjellige posisjoner.

Figur er ogsa basert pa en delflatekonstruksjon, og viser en torus- og en kule-kopi,
begge med kun 2 lokale flater. Og i figur [12.12] er en torus endret pa fire forskjellige
mater. Den gverst til venstre er plottet fra 2 forskjellige posisjoner. De lokale flatene er
bézierflater. I figur [I2.13]er en kule endret til et krus, og en til et hode.
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Figur 12.12: Fire skulpturerte objekt, som alle i utgangspunktet var en torus-kopi. De
er sa redigert ved a flytte interpolasjonspunkt, bortsett fra objektet gverst til hpyre, hvor
punktene kun er rotert. Alle flater er blendingsplineflater med lokale bézierflater. Flaten
gverst til hgyre har 8 X 4 lokale flater, de andre har 5 x 5.

Figur 12.13: Til venstre er en kule endret til et krus bare ved a flytte interpolasjonspunk-
tene. Objektet vises fra 2 forskjellige posisjoner. Til hpyre i figuren kan du se et “hode".
Det er en blendingsplineflate laget med lokale bézierflater ved fgrst a interpolere en kule
i 6 X 6 punkt (posisjon, 1te- og 2re-deriverte). Deretter flyttes noen av interpolasjons-
punktene (fem av de bla kubene). Noen av dem, tre punkt ved gynene og nesen, er ogsa
rotert.
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12.6 'T-Kkryss og Stjernekryss

Innen produktutvikling og design brukes solid-modellering hovedsakelig som verktgy.
Rand-representasjon, forkortet B-rep, er en metode for a representere 3D-objekt (volum).
Overflaten til et objekt og grenser mellom ulike materialer i et objekt er da en samling av
sammenhengende flateelementer. Derfor er det viktig a kunne modellere komplekse flater,
dvs. modellere flater av ulik opologi og med varierende grad av kompleksitet. Det betyr at
vi ma kunne handtere “irreguleer" flategeometri. Tradisjonelt har dette hovedsakelig vert
gjort med trimmede flater med trimmekurver som er laget med boolske operasjoner og
dermed flate/flate-skjaringer, se [119] og [90].

En viktig grunn til & handtere komplisert flategeometri uten & bruke trimming er introduk-
sjonen av isogeometrisk analyse som da er a erstatte de tradisjonelle “Finite Element"-
funksjonsrommene med spline-rom, for med det & ha samme funksjonsrom (sett med
basisfunksjoner) for bade beregninger og formbeskrivelse, se [28]].

Bade T-splines, [144] og [143]], LR-splines, [51], [95] og [128]], og PHT-splines [[158]],
er flatebeskrivelser som modifiserer B-splines til & handtere noen former for uregelmes-
sigheter. Derfor ble en beslektet lgsning for a handtere uregelmessigheter ved bruk av
blendingsplineflater av tensorprodukttype beskrevet i [110]. Dette inneberer a introdu-
sere T-kryss og stjernekryss, sammen med utvidede lokale flater som igjen er delt inn i
delflater og noen ganger med re-parametrisering. Dette for a sikre kontinuitet (og glatthet)
over skjgtene mellom ulike tensorproduktflater.

12.6.1 Avhengigheter av vertekser og indre kanter

Parameterdomenet til en blendingsplineflate er partisjonert (delt opp) av skjgtvektorene,
se figur [[2.14] I skjeringspunktet mellom parameterlinjene har vi verteksene. Dette er
punktene der de lokale flatene interpolerer den globale flaten. Det fglger at domenet til de
lokale flatene er partisjonene i domenet som omgir den aktuelle verteksen. For alle indre
vertekser er dette fire kvadratiske partisjoner, for vertekser pa kantene er det to partisjoner,
og for verteksene i hjgrnene er det en partisjon. Alt dette er tydelig illustrert i figur|12.14

men ogsa skissert i figur

I hver partisjon har vi delflater av de fire lokale flatene som dekker denne partisjonen.
For a forenkle betrakter vi det lokale domenet til hver underflate som en enhetskvadrat
[0, 1] x [0, 1]. Formelen for en flate med dette domenet, lages ved & blande deler av fire
lokale flater, hver koblet til ett av de fire hjgrnene, jmf. hgyre side i figur[12.14] er:

S(u,v) = (1=B(v))( ()s2(u,v))

(1—B(u))s;(u,v)+B
+B(v)(( )s3(u,v) + B(u)sa(u,v)),

1 —B(u)
1 —B(u)
(

Vi hopper né over parameterne (u,v) i flatebeskrivelsene. Det forenklede uttrykket blir

S=s1+B(u)(s2—s1)+B(v)(s3—s1)+B(u)B(v)(s4 — 53— 52+ 51) (12.30)
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S,(u,v) S,(u,v)

= N S wv) ()

Figur 12.14: Til venstre er en blendingsplineflate laget av et nett av 5 x 5 lokale flater.
I midten er parameterplanet til flaten, der rutenettet vises. Tre eksempler pa domener til
lokale flater er illustrert. I et hjprne er flaten So4 i blatt, i midten er Sy, i rodt, og pa
venstre kant er Sao vist i svart. Til hgyre i figuren ser vi én partisjon, og de fire lokale
flatene som er koblet til hvert sitt hjprne er markert.

Vi undersgker sa kanten bare pa venstre side. De andre kantene vil vi ha lignende oppfer-
sel. Vi har

S(0,v) =s1+B(v)(s3 —s1), (12.31)

og 1.- og 2.-ordens partiellderiverte er

Su(0,v) = s1,+BV) (s34 —S1u)5

Sy(0,v) = s1,+BV)(s3, —s1,) +B'(v)(s3—s51),

Su(0,v) = St +BOV)($3uu — S1uu), (12.32)
SMV(07 V) = Sluv +B/(V) (S3u - Slu) +B(V) (S3uv - sluv)7

va(O:V) = Slvv+23, V)(SSV_SIV)+B V)<S3vv_slvv)-

Fglgende lemma viser interpolasjonsegenskapene pa randa til en “flatelapp” (som ikke har
interne skjgter) og som er laget ved a blende fire lokale flater koblet til hvert sitt hjgrne.
Dermed arver blendingsplineflaten oppferselen langs randa fra sine lokale flater.

Lemma 12.1. [ de fire hjprnene har vi fplgende egenskaper

nedre venstre hjgrne 5(0,0) S =51 inkluderer alle dens deriverte
nedre hgpyre hjprne S(1,0) S =5y inkluderer alle dens deriverte
gvre venstre hjprne S(0,1) S = s3 inkluderer alle dens deriverte
gvre hgyre hjprne S(1,1) S = 54 inkluderer alle dens deriverte

venstre kant S(0,v) =s1+B(v)(s3—s1) bare avhengig av s| 0g s3
hgyre kant S(1,v) =s2+B(v)(s4 — 52) bare avhengig av s3 0g s4
nedre kant S(u,0) =51+ B(u)(s2 —s1) bare avhengig av s| 0g s3
gvre kant S(u,1) = s34+ B(u)(sa —s3) bare avhengig av s3 0g s4

Bevis. Det fglger av B-funksjonens egenskaper og (12.30), (12.31)) og (12.32). N
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Figur 12.15: Til venstre vises et T-kryss (rodt) med to termineringspunktene som er
markert. De syv delomrddene som er involvert i den “irregulcere" blendingen er farget ly-
seblatt. Til hgyre illustreres et stiernekryss (rgdt) som har tre markerte termineringspunkt.
De involverte delomradene er tre mgrkegrae og seks lyseblde.

12.6.2 Tensorproduktflater og irregulaere grid

Irregulere grid (rutenett) kan vare ganske komplekse. Det vi skal undersgke er hvordan
en samling vanlige tensorproduktflater som er koblet sammen pa en irreguler mate opp-
fgrer seg. Dette inneberer handtering av T-kryss og Stjernekryss i koblingene. For a koble
sammen flere blendingsflater til en stor flate, ma vi bruke spesielle lokale flater for blen-
dingen mellom naboflater. Disse lokale flatene ma dekke na@rmeste nabolag (i henhold til
gridet) til alle flater som skal kobles sammen.

Til venstre i figur [12.15] ser vi et eksempel pa et T-kryss, og til hgyre et eksempel pa et
stjernekryss. Vi vil kalle punkt som avslutter irreguleere omrader for “termineringspunkt"”.

12.6.3 T-kryss

Et T-kryss er en gridlinje som ender i en ortogonal gridlinje. I figur[I2.15]vises et eksempel
pa et T-kryss. T-kryss oppstar enten nar skjgtvektoren i en flate ikke er den samme som
skjgtvektoren i naboflaten eller hvis en skjgtverdi forsvinner ved passering av en gridlinje.
Hvordan man handterer T-kryss for a oppna glatte overflater, er gitt av fglgende teorem.

Teorem 12.1. Hvis vi har et T-kryss eller en samling av koblede T-kryss, ma de lokale
flatene som er koblet til disse T-kryssene og til termineringspunktene til denne samlingen
veere deler av en felles flate, for a fa en glatt og til og med C-glatt blending.

Bevis. Fra Lemma [12.T]fglger det at i punktene/verteksene er resultatflaten identisk med
de lokale flatene som er koblet til de respektive verteksene. Hvis vi har et T-kryss, er
T-krysset et punkt pa to naboflaterstykker pa en felles lokal flate. Pa den andre siden av T-
krysset er det et annen flatestykke fra samme lokale flate. Pa dette stykket er T-krysset ikke
et punkt/verteks. For at en lokal flated skal interpolere et internt punkt pa en kant (med
alle dens deriverte) fplger det av Lemma [I2.1] at de to flatene koblet til de to verteksene
som definerer kanten ma vare deler av samme flate, og at flaten koblet til T-krysset ogsa
ma vere en del av den samme flaten. ]
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Figur 12.16: Til venstre i figuren ser vi parameterplanet til en sylinder som er partisjo-
nert av skgtvektorene u og v beskrevet i (I2.33). Parameterlappene er merket med rgde
tall i figuren, og interpolasjonspunktene er merket med svarte tall. To punkt er fjernet. [
figuren ser vi at punkt og parameterflater i gvre hgyre del har overtatt indeksene (tallene)
til de fjernede punktene og lappene. Til hgyre i figuren ser vi forst en blendingssylinder
med spesifisert T-kryss. Punktene rundt omradet der interpolasjonspunktene er fjernet,
fiyttes sa og roteres deretter. Resultatet ser vi til hgyre i figuren.

Til venstre i figur[12.15] vises et T-kryss markert med rgdt og to termineringspunkt markert
med svarte sirkler. De tre lokale flatene knyttet til de markerte verteksene og som dekker
det ikke regulere omradet, er markert med lyseblatt og er delt inn i syv lapper.

Figur [12.16] viser en implementering. Til venstre i figuren ser vi parameterplanet til en
sylinder som er oppdelt av skjgtvektorene

1 1 1 1 11
u= {_57 _Ea _67 87 57 E}v 0g (1233)
= 47r T 27r 17r 0 17r 27: T 47r
V_ 3 ) ) 3 ) 3 ) ) 3 ) 3 ) ) 3 M

Implementeringen er basert pa parameterlapper merket med rgde tall i figur|12.16} og in-
terpolasjonspunkt inkludert deres lokale flater som er merket med svarte tall i figuren. De
er begge plassert i separate vektorer hvor tallene er indekser i sine respektive vektorer.
Interpolasjonspunktene kan fjernes interaktivt ved a velge ett eller flere punkt og deretter
fjerne dem. I figur [[2.16] er dette gjort med to punkt. Dette er vist i figuren fordi punk-
tene og lappene i gvre hgyre del av parameterplanet har overtatt numrene til de fjernede
punktene og lappene. Interpolasjonspunkt nummer 14 i figuren er na et T-kryss, og fgl-
gelig ma de lokale flatene til punktene 13, 14 og 15 kobles sammen i henhold til Teorem
12.1] Hvis vi bruker delflatekonstruksjonen ma da de tre punktene ha en felles matrise.
Til hgyre i figur [I2.16] ser vi fgrst en blendingspline-sylinder med T-krysset i punkt 14.
Verteksene rundt lappene der interpolasjonspunktene er fjernet, flyttes og roteres deretter.
Resultatet kan sees til hgyre i figur[12.16] Resultatet er fortsatt like glatt som den originale
sylinderen.
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Figur 12.17: Som i ﬁgur er det her snakk om a fjerne interpolasjonspunkt. Til
venstre i figuren ser vi parameterplanet som er partisjonert av skjgtvektorene u og v
beskrevet i (12.33). Parameterlappene er markert med rgde tall i figuren, og interpola-
sjonspunktene med svarte tall. To punkt er fjernet. Plasseringen av tallene er et resul-
tat av algoritmen for a fjerne punktene og lappene. Til hgyre i figuren ser vi forst en
blendingspline-sylinder med de angitte T-kryssene. Punktene rundt omrdadet der interpo-
lasjonspunktene er fjernet, flyttes sa og roteres deretter. Resultatet ser vi til hgyre i figuren.

I figur[12.17]er de fjernede punktene pé hver side av den “sykliske grensen", pa en lukket
flate, og de er dermed interne. To punkt er fjernet. I figur [[2.17) ser vi at det er punktet
mellom lapp 10 og 11, og punktet mellom lapp 11 og 6. Figuren til hgyre viser resultatet i
parameterplanet etter at de to punktene er fjernet. Parameterlappene, merket med rgde tall,
holder styr pa indeksene til interpolasjonspunktene merket med svarte tall. Interpolasjons-
punktene holder ogsa styr pa parameterlappene som omgir dem. Antall parameterlapper
reduseres med tre. Alle punktene rundt de fjernede punktene har blitt flyttet og rotert etter
at de to punktene er fjernet. Resultatet ser vi til hgyre i figur [12.17]

Hyvis vi legger inn en multippel skjgtverdi, dvs

1 1 1 I 111
u= {_53 _zv _65 _67 65 57 5} (1234)

far vi en mulig geometrisk diskontinuerlig flate. I figur [12.18| er dette gjort. Samtidig
har vi ved hjelp av T-kryss fjernet 4 interpolasjonspunkt/lokale flater, dette er punktene
med indeksene 12, 13, 16 og 17. Resultatet kan sees til hgyre i Figur [[2.18] Der vi ikke
har fjernet punktene med de multiple skjgtverdien, har vi na et hull og der vi har fjernet
punktene er overflaten kontinuerlig og glatt. Legg merke til at det fortsatt er en “en til en"
avbildning mellom parameterplanet og flaten selv om flaten er diskontinuerlig. I Pedersen
et al. [129], vises mer sofistikerte hull sammen med mulige anvendelser, spesielt knyttet
til isogeometrisk analyse.
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Figur 12.18: I dette eksemplet har u-vektoren, , en intern multippel skjot, Til
venstre er parameterplanet illustrert, og dobbelskjpten kan sees som to nesten sammenfal-
lende vertikale linjer. 4 interpolasjonspunkt med tilhgrende lokale flater er fjernet. Dette
er punktene til hgyre for 6, 7, 10 og 11. Flaten i R? ser vi til hgyre. Resultatet illustrerer at
vi kan modellere hull uten a trimme flaten, dvs. at det er en “en til en" avbildning mellom
parameterplanet og flaten.

12.6.4 Stjernekryss

Et stjernekryss er et punkt der flere gridlinjer mgtes pa en “ikke-ortogonal" mate (antall
liner # 4. Ett eksempel pé et stjernekryss er gitt til hgyre i figur [12.15] der tre gridlinjer
mgtes i ett punkt. Problemene knyttet til stjernekryss kommer tydelig frem nar vi ser pa
figur Linjer i parameterplanet hvor en parameter er konstant far en knekk nar de
passerer en av kantene som gar ut av et stjernekryss. I det fglgende lemmaet viser vi
hvordan du handterer stjernekryss i blending.

Teorem 12.2. For d fa en glatt blending nar vi har et stjernekryss:

a) ma den lokale flaten koblet til stjernekrysset og de lokale flatene knyttet til termine-
ringspunktene veere delflater av en felles flate, men de lokale (del)flatene kan translateres
individuelt (ikke roteres, skaleres, etc.),

b) og “glattheten" over kantene som gadr fra stjernekrysset til termineringspunktene vil
veere CS, mens “glattheten” over kanten ortogonalt pd termineringspunktene (se figur
[12.19) vil veere avhengig av reparametriseringen som er benyttet.

Bevis. Fordi de lokale flatene enten er deler av samme flate eventuelt bare er flyttet, er
alle deriverte av alle ordener like pa de to lokale flatene som deler en kant. Det fglger av
lemma [12.1]at posisjonen og alle retningsderiverte pa den resulterende flaten ma konver-
gere mot det samme nar vi gar mot kanten fra begge sider. Dermed blir kanten mellom
stjernekrysset og dets termineringspunkt C3-glatt. Ved de omkringliggende kantene, for
eksempel trekanten vi ser i figur[I2.19] vil glattheten kun avhenge av glattheten av repara-
metriseringen til den sammensatte lokale flaten. Dermed kan den resulterende flaten bare
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. AN

Figur 12.19: Til venstre vises parameterplanet til en flate (enten tensorproduktflate eller
béziertrekant) for et stjernekryss og hvordan flatelappene er. I midten vises kontrollpoly-
gonet til bézierflatene brukt i parameterplanet for reparametriseringen. Til hgyre er det
brukt en béziertrekant. Den er delt i 3 av reparametriseringen med bruk av bézierflater. 1
tillegg er 3 flater basert pa hermiteblending av kurver knyttet til hver sin kant.

vere like glatt som reparametriseringen, jfr. eksemplet i figur [12.19] O

P4 venstre side i figur[12.19]er det et eksempel pa et parameterplan til en flate som dekker
det irreguleere omradet til stjernekrysset. Det er ni paameterlapper, markert med gratt og
lyseblatt, som til sammen definerer fire lokale flater. Punktet i midten av figuren viser den
lokale flaten festet til selve Stjernekrysset og under ser vi en av de tre lokale flatene som
er knyttet til et av termineringspunktene. Merk at den gvre delen av den nedre flaten er
den samme som den nedre delen av den senterflaten.

I den gvre midtre trekanten i figur [I2.19] er det en reparametriseringen i hver av de tre
parameterlappene ved & bruke en bézier-avbildning, @ : R? — R?. Hver av de tre parame-
terlappene er reparametrisert i begge retninger ved a bruke et 2.-grads bézier-avbildning
med et 3 x 3 kontrollpolygon, pa en “symmetrisk" mate. Den nedre flaten i midten har 4
deler. De to gvre delene er lik de to nedre delene 1 flaten over. I de to nedre delene ser
vi i stiplet rgdt en bézier-avbildning med 3 x 4 kontrollpunkt, dvs. 2.-grads horisontalt og
3.-grads vertikalt.

I den nedre parameterflaten i midten i figur navngir vi kontrollpunktene pa venstre
side fra topp til bunn for ¢; j, i=1,2,3 og j=1,2,...,6. Den gvre parameterlappen bruker
sdc;j, i=1,2,30g j=1,2,3 og den nedre lappen c; j, i = 1,2,3 og j = 3,4,5,6. Det
fglger da at den lokale flaten er kontinuerlig. Hvis i tillegg ¢; 4 — ¢;3 = ¢; 3 — ¢; 2 sd er den
lokale flaten C'-glatt over kanten.

Pa hgyre side av figur|12.19|brukes en béziertrekant utvidet med hermiteblendede kurver
koblet til hver av kantene pa trekanten. Kurvene pa den andre siden kan velges vilkarlig.
Antallet deriverte-funksjoner som brukes i hermiteblendingen bestemmer kontinuiteten.

I figur vises en flate med et stjernekryss hvor avbildningen som er forklart pa hgy-
re side 1 figur er brukt. Flaten er C!-glatt fordi bare én derivertefunksjon som er
brukt for a lage flatene ved hermiteblendede kurver. Ved a bruke de to avbildningene som
er beskrevet til venstre i figur [I2.19] er resultatet likt det fgrste eksemplet. Til venstre i
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Figur 12.20: Et eksempel pa en glatt flate med et stjernekryss. Flaten er laget ved a
blende plane flater og en béziertrekant utvidet ved d bruke hermiteblendede kurver fra de
tre kantene.
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figur [12.20| er flaten vist med normaler plottet langs kantene ogsa de tre kantene knyttet
til Stjernekrysset. Figurene illustrerer kontinuiteten. Til hgyre er de tre delene flyttet fra
hverandre.



Kapittel 13

Trekantede flater

En trekant er en simpleks, og dermed en av grunnformene 1 geometrien. Det er et polygon
med 3 kanter og 3 hjgrner (vertekser). Plane trekanter har en del velkjente egenskaper som
for eksempel at summen av vinklene alltid er 180°. Vi skal imidlertid her konsentrere oss
om ikke-plane trekantede flater som figur [I3.1] viser oss et eksempel av.

Det er vanlig & modellere et volum i R? ved 4 lage den ytre randa, som for et volum er en
overflate. En overflatene er begrenset, kompakt og sammenhengende med en topologiske
genus g, dvs. antall hull/handtak (torus har 1). Tessellering av overflater til et volum gjgres
ofte med trekanter, da trekant-representasjon er enklere enn a bruke generelle polygon.
Det viser seg at for enhver triangulering av en gitt overflate S er (S )E| et fast tall.

I fgrste del av dette kapittelet vil vi konsentrere oss om de grunnleggende egenskapene til
enkle trekantede ikke-plane flater. Videre skal vi se pa triangulerte flater, dvs. flater som
bestar av et sett med sammenkoblede trekantende flater som er mer eller mindre glatte i
overgangen mellom trekantflatene.

!Euler-Poincaré-karakteristikken for en kompakt og sammenhengende flate S er »(S) = F — E +V, der
F er antall trekanter, E er antall kanter og V er antall vertekser. Det er relatert til genius g til flaten pa
fglgende mate, »(S) =2(1 —g). Se Gauss-Bonnet i [49].

Figur 13.1: En glatt og ikke-plan trekantet flate i R>.

247
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Den mest kjente ikke plane trekantede flaten er béziertrekanten. Den ble, ifglge Farin
[64], forst introdusert tidlig pa 1960-tallet av de Casteljau i de interne tekniske Citroén
rapportene [38] og [39]. Béziertrekanten vil bli gjenomgatt i seksjon, [13.1]

Hovedmalet med fgrste del av kapittelet er imidlertid a introdusere trekantflater basert pa
blending, og som er definert pa et domene beskrevet av homogene barysentriske koordi-
nater.

13.1 Béziertrekanter

En trekant er en 2-dimensjonal simpleks - A, definert i seksjon Pa en simpleks kan vi
bruke homogene barysentriske koordinater, seksjon [2.8] For en trekantet flate betyr dette

s(u,y,w) hvor u+v+w=1 oghvor u,v,w>0.

En A; simpleks beskrevet med homogene barysentriske koordinater definerer domenet til
en trekantet bézierflate. Over parameterdomet A, kan vi konstruere basisfunksjoner av
enhver grad d pa felgende mate,

(u+v+w)?=1, hvor u,y,w>0 og d>0.

Basisfunksjonene for béziertrekanter er bernsteinpolynomene av polynomgrad d, og disse
erforu+v+w=1:

d
bd,i,j,k(ua Vv, W) = (

ij

For béziertrekanter har vi dermed fglgende generelle formel,

)uivjwk, hvor i+ j+k=d og i,j,k>0.

S(u,v,w) = Zc,-mk baijk(u,v,w) for u+v4+w=1,
i+j+k=d,
i,jk>0

hvor ¢; j, € R" er koeffisientene, og der n normalt er 3.

I avsnitt definisjon ble bernstein-faktormatriser 7 (z) beskrevet. I disse ma-
trisene summerer hver rad opp til 1 og er dermed egnet for barysentriske koordinater.
Vi trenger kun a bytte t med u = 1 —¢ og v =¢. Rune Dalmo har i [34] beskrevet dis-
se matrisene for hgyere dimensjoner. Han viste at Ty (uo, . ..,u;) er en (d+i_1) X (dzk)
bandmatrise med kun k£ + 1 elementer som er forskjellig fra null pa hver rad. Matrisen er

definert rekursivt som fglger:

TNO’M,uk):(Td1(u0,...,uk) \ 0 )

Tddiag (I/t()) ‘ Td(ul, ceey uk)

Matriseformen til en 3.-grads béziertrekant blir da
S(I/t, Vy W) =T (M,V, W) TQ(M,V, W) T3(M,V, W) C

hvor
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C C C c
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Figur 13.2: Notasjon og organisering av kontrollpunktene i en 3.-grads béziertrekant.

u v w ‘0 0 0
Tl(u,v,w):(u % w), T(u,v,w) = 0 u O v w 0
0 O u 0O v w

uv w 0 0 O 00 0O

Ou 0 v w0 00 00O

Ty, v, ) = 00 u 0 v w 00 00O

Y 000 u OO v w 0 0

0 00O uo O 0O v w O

000 OO u 00 v w

og T
C= (Cuuua Cuuvs Cuuw s Cuvvy Cuvw s Cuww s Cvvyy Cyvws Cyww waw)

Figur viser notasjonen og plassering/organisering av kontrollpunktene C. Merk at
plasseringen av punktene i vektoren gar fra bunn til topp og fra venstre til hgyre i figuren.
Hvis vi na ruller ut formelen til en 3.-grads béziertrekant far vi

3

2 2 2
S(u, v, W) = U7 Cyy + 3UVCyy + 3UWCy + 3UVTClppy + UVWC

2 2 2
4+ 3uw’cyppw + v3cwv + 3v Wy + 3VW Cpp + W3CWWW

I homogene barysentriske koordinater har vi bade partiellderiverte, S, S,, S,, og retnings-
deriverte, Sq. Fra (4.36) sa vi at vi kan finne de deriverte ved a derivere den siste matrisen,
og at radene 1 denne matrisen summerte opp til O, dvs. de deriverte er vektorer. Med bary-
sentriske koordinater ser vi at radene i derivertematrisene summere opp til 1, og dermed
blir de partiellderiverte punkt. De deriverte vi trenger er derimot retningsderiverte i ret-
ning d = (r,s,¢) hvor r+ s+t = 0. De retningsderiverte er fglgelig vektorer og kan
beregnes pa fglgende mate

Sa(u,v,w) =r S, (u,v,w) +s S, (u,v,w) +1 S, (1, v,w), (13.1)

hvor u+v+w=1 og r+s+1t = 0. Parameterverdiene i hjgrnene er (1,0,0), (0,1,0)
og (0,0,1), og vi kan bruke d = (—1,1,0) og d = (—1,0, 1) for retningsderiverte, dvs.

Sa, (u,v,w) = s, (u,v,w) — s, (w,v,w)  og  Sa,(u,v,w) = 85, (tt, v, w) — 5, (u, v, w),
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L =
v =

Figur 13.3: En 3.-grads béziertrekant inkludert dens kontrollpunkt og kontrollpolygon
vises. Flaten er plottet bade skyggelagt og som rutenett, det siste sd vi kan se alle kon-
trollpunktene og hele kontrollpolygonet.

og normalen er dermed
n=sq, (u,v,w) Asq, (u,v,w).

Figur [13.3] viser en skyggelagt béziertrekant der normaler er brukt, og en som rutenett.
Mer om den generelle teorien om Bernstein-béziertrekanter, inkludert algoritmer for be-
regning av posisjon og deriverte finnes for eksempel i [63] eller [64].

13.2 B-funksjon i homogene barysentriske koordinater

I seksjon|/.1|defineres en standard én-variabel B-funksjon. I DS i definisjon|/.1|defineres
punktsymmetri, det vil si B(¢) + B(1 —¢) = 1. I 1-dimensjonale homogene barysentriske
koordinater blir dette til B(«) +B(v) = 1 og som nar vi setter det sammen blir til B(u,v) =
(x1,x2) hvor u+v=1 og x;+x; = 1.

Vi kan na utvide B-funksjoner til a bruke homogene barysentriske koordinater og vi far:
Definisjon 13.1. En B-funksjon B(ug,uy,...,u,) hvor Y qui=1 er:

D1 en homeomorfi (permutasjon) B : A, — A,, hvor A, er en n-simpleks

- D2 dermed er B(...,ui—1,0,...)={...,x;-1,0,...}, i=0,1,...,n
-D3 og B(...,ui—1,1,..)={...,xi_1,1,...}, i=01,...,n

_d
8u,~

L0
-D4 og som er monoton, dvs. Zuja—B(zZ) B(a)=x x;>0, i=01,...,n
j=0 U

D5 En B-funksjon er symmetrisk hvis B(it) =X for alle felles permutasjoner i i og

Merk at for a vere monoton, D4, fplger det at for hvert koordinat ma den retningsderi-
vert fra et hvilket som helst punkt, i retning toppunktet til gjeldende koordinat vere > 0
(toppunktet er hvor gjeldende koordinatverdi er 1, se figur[I3.4).

En B-funksjon overfgrer n+ 1 koordinater. Med trekanter betyr det 3 koordinater slik at

B(u,v,w) = (x0,X1,X2),
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Figur 13.4: B-funksjonen B\ (uy,uy,us) for triangler sett fra to forskjellige posisjoner.

og vi kan fglgelig angi hvert element med en indeks, dvs.

Bi(u,v,w) =x;, i=0,1,2.
Som det viste seg nar det gjaldt én-variabel B-funksjoner, definert i seksjon har vi
ogsa mange mater a konstruere B-funksjoner i homogene barysentriske koordinater.

Vi skal se pa to eksempler, fgrst skal vi bruke en standard én-variabel B-funksjon i kon-
struksjonen.

Definisjon 13.2. Gitt et punkt (ug,uy,...,u,) € A, (i homogene barysentriske koordinater
og som oppfyller konveksitetsegenskapen). En B-funksjon i A, kan defineres som fplger,

1

m(B(uo),B(ul),...,B(un)) (13.2)

B (ug,uy,... up) =

hvor B(u) er en standard én-variabel B-funksjon som er beskrevet i definisjon

For n = 2, dvs. en trekant, vil hver komponent i B-funksjonen bli
B(ui)

B(uo) +B(uy) + B(uz)

Vi kan lett se at definisjon [I3.2] oppfyller alle 5 punktene i definisjon[I3.1]

Bi (ug,uy,up) = for i=0,1,2.

I figur[I3.4]er én koordinat til en 2-variabel B-funksjon plottet. I dette plottet er den ekspo-
rasjonale B-funksjonen av type 1 (7.31) brukt som standard én-variabel B-funksjonen i
definisjon (13.2

Som for béziertrekanten ma vi bruke retningsderiverte , dvs. d € Y,,. De partiellderiverte
ma ogsa beregnes, for n > 0 far vi felgende 6 uttrykk. Fgrst, 1.-ordens partiellderiverte,
fori=0,1,...,n er

i—oB(uj) —B(u)

Dy,Bi(ug,...,uy) = B (u;)
’ (Z?:OB(MJ')>2

, (13.3)
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og, for j =0,2,...,n, med unntak for j # i,

Dy Bi(uo, ., un) = B (1)) Blu) . (13.4)
(Zh-0B(w)))
For 2.-ordens partiellderiverte far vi
/ 2 n AR .
D2 Bi(ug, .. up) = (B”(u,-) _2(B (gé)).)> Y=o B(uy) B(;‘l), (13.5)
=0 2D ) (g Bluy))

og for j =0,1,...,n, med unntak for j # i og for bade

' 2 _Blu;
DijBi(MOa"wun) = (B"(”j) - ZS%B (Béi)-)> Bl (13.6)
j=0 J (

e 2B(u) X B(u))
Dy.Dy,Bi(ug, ... ,un) = B'(u;) B'(u;) =, (13.7)
(2?:03(“1'))
og for j =0,1,...,n, med unntak for j # i, og for h =0, 1,...,n, med unntak for i # i, j,
far vi
Dy, Du;Biug, . . ttn) = B (y) B () 2B(ui) .
(ZhoBu))

Merk at alle disse 6 partiellderiverte har en faktor med den valgte én-variabel B-funksjonen
med samme deriverte-orden. Dermed vil hermiteordenen til den homogene barysent-
riske B-funksjonen vere den samme som hermiteordenen til den valgte én-variabel B-
funksjonen.

(13.8)

Na, gitt en vektor d € Y, dvs.,
d=vu; —u; = (do,dy,...,d,), hvor wujoguyc€A,.

Husk at partiellderiverte i homogene barysentriske koordinater er punkt. For a beregne
en flatenormal ma vi ha vektorer, dvs. retningsderiverte for B-funksjoner i homogene
barysentriske koordinater. Det vil si

n
DdBi(uo,ul,...,un) = Z dj DujB,-((uo,ul, ,I/ln)) (139)
j=0

Det er praktisk & definere hovedretninger for deriverte. For trekanter kan vi bruke,
d;=(-1,1,0), og dr,=(-1,0,1). (13.10)
I disse to retningene er deriverte opp til 2.-orden for B;(u,v,w), i =0,1,2:

Dq,Bi(u,v,w) =D B'(u,V, w) — DyBi(u,v,w),

Dq,Bi(u,v,w) = Dy,Bi(u,v,w) — DyBj(u,v,w),

Dd1 i(u,v,w) = (u,v, w) — Dy,DyB;(u,v,w) +D§Bi(u,v, w),

Dd2 i(u,v,w) = D2 Bi(u,v,w) — DDy, Bi(u,v,w) + D2Bi(u,v,w),
Da,Da,Bi(u,v,w) = D,D,,B;(u,v,w) — D,D\B;i(,v,w) — D,D,,Bi(u,v,w) + DB (u, v, w).



13.2. B-FUNKSJON I HOMOGENE BARYSENTRISKE KOORDINATER 253

Figur 13.5: Plott av tetthetsfunksjoner tilsvarende Beta-funksjoner. Til venstre en orden

1 funksjon, ®(u,v,w) = u>v*w?, og til hgyre er en orden 2 funksjon, ®(u,v,w) = u>v3w?.

Det neste eksempelet er basert pa massefordeling, da med utgangspunkt i observasjoner
av enkelte én-variabel B-funksjoner. Beta-funksjoner og type 1 ERB-funksjonen
(7.31)) er begge konstruert med denne teknikken, er det er derfor naturlig a utvide dette til
B-funksjoner i homogene barysentriske koordinater ogsa.

Definisjon 13.3. Gitt et punkt p = (ug,uy,...,u,) € A, (i homogene barysentriske koordi-
nater som oppfyller konveksitetsegenskapen). En B-funksjon i A,, kan defineres som fplger,

1
B(”O?”l?' . 7”11) = mass(An) (mass(p,uo),mass(p, Ml)? cee ,mass(p,u,,)) (13.11)
hvor masse(A,) er massen til hele simpleksen, masse(p,u;), i =0,1,...,n er massen til

simpleksen definert av punktet p og sub-simpleksen A, _1 hvor u; = 0.

For n = 2, dvs. trekanter har vi disse to eksemplene pa tetthetsfunksjoner,

a

CI)<M7V7 W) =e wv, a>0, 0g ¢(u7v7 W) = (MVW)k, k> 0.

Det siste eksemplet, Beta-funksjonen, skal vi ga videre med og utvikle nye B-funksjoner.
I figur[I3.5]er det et plott av en 1.-ordens og en 2.-ordens tetthetsfunksjon av typen Beta-
funksjon. Ordenen betyr, som for én-variabel B-funksjoner, antall deriverte som er null
langs kantene. Ifglge definisjon [I3.3|uttrykk far vi

1
Jo ®(u,v,w)dQ

B(u,v,w) = ( A CID(u,v,w)dQO,/Q D(u,v,w)dQq, CID(u,v,w)dQQ)
0 1

Q
hvor domenet Q og underdomenene Qg, Q; og €, er illustrert i figur [[3.6] Punktet p =
(u,v,w) er “evaluerings"-punktet og koordinatene til de to vektorene i figuren er r = p —
p1 = (u,v—1,w) og s =p— p2 = (u,v,w— 1). Integralene blir da

/

1—p
/ ¢(u,v,1—p—v)dvdu
0
1—

/ D(u,v,w)dQ
Q

v

]

/ D(u,v,w)dQo o(u,v,1—u—v)dvdu
Q

||
o\:

:R:
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0=(1,0,0)

Q:QOUQ]UQZ

P=(0.10) P=(0,0.1)

Figur 13.6: Vi ser et trekantet domene Q og dets tre hjgrnene pgy, pi og p>. Et punkt p
deler domenet i tre underdomener Qq, Q| 0g Q. De to vektorene r og s vises ogsa.

De fleste grensene 1 integralene er selvforklarende. Det som trenger forklaring er de nedre
og gvre grensene til det siste integralet. De fglger fordi vi bruker punktene p, p; og p» og
vektorene r og s skalert med % (se figur i . Dermed far vi

((0717O)+%((”7V7W)_(07170>):<“7 l_l;v.u’ %‘LL)

hvor den andre komponenten er den gvre grensen, og

(0.0.1)+ 2 () - 0.0,1) = (. T, 1)

u

m+%@—m)

m+%@—m)

hvor andre komponent er den nedre grensen. [ ®(u,v,w)dQ; og [o, P(u,v,w)dQ; kan
deretter beregnes ved syklisk skifte av de barysentriske variablene u, v, w. Dette gir

1.-ordens Beta-funksjon for trekantede domener
B(u,v,w) = ((6vw —2u+ 3)u?, (6uw—2v+30W?, (6uv—2w+ 3)w2,)
og 2.-ordens Beta-funksjoner for trekantede domener
B(u,v,w) = ((30vw(3vw —u+ 1) + 6u* — 15u+ 10)us’,
(30uw(3uw — v+ 1) + 61> — 15v + 10)v°,
(30uv(3uv —w+ 1) + 6w — 15w+ 10)w")

De partiellderiverte for bade 1.- og 2.-ordens Beta-funksjoner er enkle a beregne. Og
vi kan bruke samme teknikk som i det fgrste eksemplet, definisjon for a beregne
retningsderiverte av forskjellig orden. Vi ser ogsé at hermiteordenen S, definisjon[7.2] for
Beta-funksjoner vil vere potensen til tetthetsfunksjonene minus 1, og at ordenen er lik
det vi ser for den én-variabel B-funksjonen av samme type.

Figur[I3.7)viser komponentene til to Beta-funksjoner i homogene barysentriske koordina-
ter, de tre 1.-ordenskomponentene til venstre og de tre 2.-ordenskomponentene til hgyre.
Husk at siden de er homogene barysentriske koordinater, summerer de alltid til 1. Orde-
nen S fungerer pa samme mate som for én-variabel B-funksjoner, men hvor “start og slutt"
er der alle retningsderiverte er null, dvs. hvor ; = 1 og u; = 0. Fgrstnevnte er et punkt,
mens sistnevnte er en sub-simpleks A,,_1, dvs. en kant.
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Figur 13.7: Vi ser de tre komponentene til en Beta-funksjon i homogene barysentriske
koordinater, tre 1.-ordensfunksjoner til venstre og tre 2.-ordensfunksjoner til hgyre.

13.3 Blendingstrekanter

Den generelle formelen for en blendingstrekant er
2
S(u,v,w) = Zsi(u,v,w) Bi(u,v,w), hvor u+v+w=1, wu,vw>0,
i=0

der s;(u,v,w), i = 0,1,2 er lokale trekanter og B(u,v,w) er en B-funksjon i homogene
barysentriske koordinater. I figurene ser vi to plott av blendingstrekanter og deres
respektive 3 lokale trekanter. Alle de lokale trekantene er plane i begge figurene, og vi
kan se dem markert som grgnne linjer. P4 figuren til venstre ser vi ogsa at de er parallelle.
Vi ser ogsa at den globale blendingstriangelen interpolerer hver av de lokale trekantene
i et av hjgrnene, og vi vet fra egenskapene til B-funksjoner at interpolasjonen ikke bare
involverer posisjonen, men ogsa de deriverte opp til en gitt orden avhengig av ordenen til
B-funksjonen som er brukt. Blendingsflaten til hgyre i figur|13.8|er 1 utgangspunktet den
samme som den til venstre. De lokale trekantene har imidlertid blitt flyttet og rotert. De
partialderiverte beregnes ved produktregelen og de retningsderiverte ved a bruke 1

retningene vi finner i (I3.10).

Det er av flere grunner a foretrekke at de lokale flatene er orientert pa en slik mate at den
fulle stgtten til den fgrste parameteren (dvs. u = 1) er 1 interpolasjonspunktet til den glo-
bale blendingstrekanten. Dette forenkler konstruksjonen og organiseringen av de lokale
trekantene, men det introduserer behovet for en ny type overgang av parameterne mellom
den globale trekanten og de lokale trekantene for hver av hjgrnepunktene. Denne overgan-
gen er kun en syklisk rotasjon av parameterne. Denne rotasjonsavbildning har fglgende
uttrykk,

S(u,v,w) = so(u,v,w) Bo(u,v,w)+s1(v,w,u) By (u,v,w)+s2(w,u,v) Ba(u,v,w), (13.12)

der u+v+w=1, wu,vyw>0, og s; i=0,1,2 er lokale trekanter, orientert pa
en slik mate at den full stgtte for den fgrste parameteren (dvs. den lokale u = 1) er i
interpolasjonspunktet med den globale blendingstriangelen. Derfor har vi rotasjonen av
parameterne til de lokale trekantene i (13.12). Uttrykket er imidlertid lett & implementere
i programeringssammenheng.
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Figur 13.8: To blendingstrekanter og deres tre lokale trekanter markert med grgnne
linjer. De lokale trekantene er alle 1.-grads béziertrekanter. Til venstre er de parallelle
med hverandre, mens de til hgyre er flyttet og rotert.

13.4 Lokale béziertrekanter og hermiteinterpolasjon

I figur[T3.9]vises tre blendingstrekanter, hver med tre lokale 2.-grads béziertrekanter. Figur
gir et lite innblikk i formingsmulighetene der bade kontrollpunktene til béziertrekan-
tene og ogsa posisjonen og orienteringen til béziertrekantene kan endres.

For & lage en blendingstrekant ved a “kopiere" en del av en annen flate, ma de lokale
trekantede flatene lages ved a hermiteinterpolere hvert av hjgrnene med en béziertrekant.
I seksjon [12.3.1] er lokale bézier-tensorproduktflater laget med hermiteinterpolasjon i ett
punkt. Teknikken for béziertrekanter er ganske lik, men ma tilpasses trekanter og homo-
gene barysentriske koordinater. Metoden er:

v/ Gitten flate g : @, C R? — R”, hvor typisk n = 3.

\/ Gitt tre punkt i parameterplanet Qg; po, p1 0g p2, hver assosiert med en lokal trekant.
Polynomgraden til hver av de lokale béziertrekantene ma ogsa vere gitt.

\/ Lag sé lokale béziertrekanter s;(u,v,w) av grad d; ved a bruke posisjon og deriverte
1 parameterverdiene p;, i = 0,1,2. Legg merke til det sykliske skiftet i uttrykkene
nedenfor, jfr. (13.12)). Hermitinterpolasjonen er basert pa at folgende krav ma veere
oppfylt for & kunne lage de tre lokale béziertrekantene, dvs.

Dl(fl,l,O)D{fl,O,l)so(l’0’0) = Dl(—l,l,O)qu,o,l)S(l’O’0) =D, pyDp,po&(P1);
Dl(fl,l,O)Df—l,O,l)sl(l’070) = Dl(O,fl,l)Dzl,—l,O)S(O’ 1,0) =D}, Dy, 8(P2),
Dl(fl,l,O)D{—l,O,l)sz(l’070) = Dl(l,o,—l)Dzo,Lfl)S(O’O’ 1) =Dpyp, Dy, ,8(P3),

for alle kombinasjoner av i, j hvor 0 < (i+j) <d, og i,j >0, for k=0,1,2.

Blendingstrekanter interpolerer sine lokale trekanter i hjgrnene, med posisjonen og alle
deriverte opp til hermiteordenen S. Dette ser vi tydelig i figur[13.9] Dette er grunnen til at
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Figur 13.9: Vi ser tre forskjellige blendingtrekanter. De lokale trekantene er 2.-grads
béziertrekanter, og vi kan se dem farget i blatt. Kontrollpolygonene til disse lokale bézier-
trekantene kan sees som grgnne linjer, og kontrollpunktene deres som rgde kuber.
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hermiteinterpolering av de lokale flatene kun ma gjgres i ett punkt for hver lokale trekan-
tede flate, der posisjonen og de deriverte fra den opprinnelige flaten g unikt bestemmer
den lokale overflaten.

For